KORESPONDENCNY MATEMATICKY SEMINAR

AATTIK

CisLo 5 — ROCNIK 22 INTERNET http://matik.strom.sk




_@ MATIK

Ahooooooooj!

Vonku si uz teraz asi Ziadneho snehuliaka nepostavime, ale aspor konecne
zacCina byt troSicku teplejSie a prebudza sa nadherna priroda. To je jasnym
a nezamenite/nym dokazom prichodu jari. S fiou k vam prichadza aj najnovsie
¢islo vasho milovaného MATZKa, dalSie pokradovanie pribehu a nova $estica
zaujimavych Uloh. Uz iba tato Sestica vas deli od letného sustredenia, na ktoré
sa, dufame, teSite aspon tak ako my, a tak sa posnazte potrapit' si trochu
hlavicky a poslat nam pekné rieSenia.
Vasi oblubeni veduci

Vzoroveé riesenia 1. série uloh

1 opravovali Martin Poli Polac¢ko o7 rieteni
————— - TRV — rieSeni
najkrajSie rieSenia: Katarina Krajciova, Viktoria Valachova

V tejto dlohe je najdéleZitejsie uvedomit’ si, kedy je ¢islo delitelné 3. Je to prave
vtedy, ked’ ciferny sti¢et daného ¢éisla je delitelny 3. Na to vadSina z vas prila.
Teda mame 4-ciferné ¢islo zlozené z cifier 1, 2 a 4. Jeho ciferny sticet mdze byt’
minimalne 1 + 1+ 1+ 1 = 4 a maximalne 4 + 4 + 4 + 4 = 16. TakZe ak chceme,
aby toto ¢islo bolo delitel'né 3, tak ciferny sticet musi byt’ 6, 9, 12 alebo 15. Teraz
postupne rozoberieme tieto 4 moznosti.

Ciferny stcet je 6.

Ak m3 byt ciferny stcet 6, tak nemo6zeme pouzit’ 4-ku, lebo potom by zvysné tri
cifry museli mat’ sicet 2, ¢o nie je moZné, ked%e nemozeme pouZit’ 0. Musime
pouzit’ dve cifry 2, lebo ak by sme pouZili tri, tak by uz bol ciferny stacet 6, a teda
posledna cifra by musela byt’ 0 (to neméze). Jedna cifra 2 by bola mélo, pretoze
potom by sticet troch zvysnych cifier musel byt 4 a méze byt'len 1+ 1+ 1 = 3.
Teda pouzijeme dve cifry 2, a do suctu nam chyba este 2, ¢o st presne dve cifry 1.
Z cifier 1, 1, 2, 2 vieme vytvorit’ Sest’ 4-cifernych cisel.

Ako na to mdZzeme I'ahko prist? Najskér si uvedomme, ze kazdé z tychto Stvorcifer-
nych ¢isel je jednoznac¢ne dané tym, na ktorych poziciach je cifra 2 (na zvysné dve
pozicie potom jednoducho dame cifru 1). Prvii cifru 2 vieme umiestnit’ na jednu
zo 4 pozicii, druht uz len na 3 (pretoze jednu poziciu uz mame obsadent). To je
spolu 4 - 3 = 12 moznosti. Keby sme ale tieto dve cifry 2 vymenili, tak vytvorime
rovnaké ¢islo. Preto pocet moznosti predelime dvoma, teda % = 6. Mame prvych
6 riefeni (1122,1212,1221,2112,2121,2211).

Ciferny stcet je 9.

Pozrime sa teraz na d’al$iu moZnost’ - ciferny sti¢et 9. Zrejme musime vyuzit’ jednu
cifru 4 (ak by sme nepouzili ziadnu, tak ciferny sicet by mohol byt najviac 2 +
+ 2+ 24+ 2 = 8, ¢o je malo; naopak, keby sme vyuzili az dve, tak by sme zo
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zvy$nych dvoch cifier museli vytvorit’ siéet 9 — 8 = 1, ¢o nie je mozné, kedze 0
pouzit’ nemézeme). Teraz nam ostali eSte tri cifry, ktoré musia dat’ sicet 9 —4 = 5.
Teda musime pouzit’ dve cifry 2 a jednu cifru 1 (z troch ¢islic - dvojok a jednotiek
- vieme vytvorit’ sicet maximalne 2 + 2 + 2 = 6, teda tento sicet mame zmensit’ o
jedna, Co sa neda inak, ako zmenit cifru 2 na cifru 1). Takze sme dostali Stvoricu
lisel 4, 2, 2, 1. Kol'ko roznych ¢isel z nich vieme vytvorit? Za¢neme napr. cifrou 4,
ti méZeme umiestnit’ na 4 rézne pozicie. Pre cifru 1 mame uZ len 3 moZnosti a
cifry 2 uz potom dame na prazdne miesta, teda 4 - 3 = 12 rieSeni.

Ciferny stcet je 12.

Ak by bol ciferny stcet 12, tak musime pouZit’ dve cifry 4 (tri by uZ boli vel’a, lebo
posledna cifra by musela byt’ 0, o nemoze, a ak by bola len jedna cifra 4, tak stcéet
zvy$nych troch cifier by musel byt 8, ¢o nie je mozné, kedze 2 + 2 + 2 = 6). Teda
méame zatial’ dve cifry 4, to je ciferny sucet 8. Do sti¢tu 12 ndm chyba este 4, ktory
méame vytvorit’ pomocou stctu dvoch cifier, teda musime pouzit’ dve 2-ky. Takze
sme dosli k Stvorici ¢isel 2, 2, 4, 4. Opat’ mame dve dvojice rovnakych cifier, teda
princip bude rovnaky ako v pripade ciferného sti¢tu 6. Moznosti bude tak isto 6.
Ciferny stcet je 15.

Logicky ciferny sucet 15 z tychto troch ¢islic vytvorit’ nemézeme, pretoZe ak by boli
vsetky Styri cifry 4, tak by bol tento sticet 16. Kazd cifru mézeme jedine zmensit,
ale zmens$it’ sti¢et o 1 nie je mozné, kedZze cifru 3 pouZit’ nemoZeme.

Spolu teda mame 6 + 12 + 6 = 24 §tvorcifernych ¢isel delitelnych 3.

Uloha sa dala riesit’ aj trochu inak. Na to, aby bolo ¢islo delitelné 3, musi byt
jeho ciferny sticet delitelny 3. KaZdé celé ¢islo vieme rozpisat’ ako sti¢et nejakého
nasobku 3 a zvySku po deleni troma, napr.4 = 3-1+1,2=3-0+2,1=3-0+1.
V§imnime si, Ze ak s¢itujeme ¢isla, ktoré st delitelné 3 (teda ddvaja pri deleni 3
zvy$ok 0), aj ich vysledny sucet bude delitelny 3 (napr. 3+ 6 = (3-1+ 0) +
+(3-2+0) =3-3+0 = 3-3). Ak ale s¢itujeme ¢isla, ktoré nie st delitené 3
(pri deleni 3 davaji nenulové zvysky), ich sti¢et bude delitelny tromi prave vtedy,
ak sa zvy$ky jednotlivych ¢isel séitaju do ¢isla delitelného 3 (napr. 4+5 = (3-1+
+1D+B14+42)=3-2+(1+2)=3-2+3=3-3-deliteIné 3). Z hl'adiska
delitelnosti 3 nas teda nezaujima samotné ¢islo, ale zvy$ok, ktory dava pri deleni
3.

Mame k dispozicii cifry 1, 2, 4. Cifry 1 a 4 davaju pri deleni 3 zvysSok 1, cifra 2
déava zvySok 2. UkaZeme teraz, Ze v naSom hladanom ¢isle musia byt prave dve
cifry 2 a dve iné cifry (1 alebo 4).

Ak nemdame ziadnu cifru 2, mame 4 cifry, ktoré davaja zvysok 1. Celkovo teda tieto
zvy$ky dajt stiéet 4, ¢o nie je delitelné 3.

Ak mam 1 dvojku, celkovy sucet zvySkovije:1-2+4+3-1=5

Ak mam 2 dvojky, celkovy stCet zvySkovje:2-2 +2-1 =6

Ak mam 3 dvojky, celkovy sucet zvyskovije:3-2+1-1=7

Ak mam 4 dvojky, celkovy stcet zvyskovje: 4-24+0-1 =8

Dalej je uZ rie$enie jednoduché - vieme, e v nafom ¢isle budeme mat’ cifry 1, 1,
2, 2 alebo 1, 4, 2, 2 alebo 4, 4, 2, 2. Potom nam zostava len zistit’ pocet vSetkych

)
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moznych usporiadani, rovnako ako sme to urobili v prvej ¢asti vzorového rieSenia.

Komentar. Ulohu sa mnohym podarilo velmi pekne vyriesit’ (najdenie vysledkov).
Zvl4st’ sa ndm pacili rieSenia v ktorych bolo ukdzané, preco sa napr. ciferny sa-
¢et 9 neda dosiahnut’ inak ako 4+2+2+1=9. Jedna moznost’ bola taka, ako vo
vzorovom rieSeni, okrem toho sa eSte dali vypisat’ vSetky mozné ciferné stucty (je
ich 15) a z nich vybrat’ tie, ktoré vyhovuji. VAcSina z vas pri tejto tilohe pouzila
vypisovanie. Rada od nds znie: vZdy, ked nie¢o vypisujete, najdite si systém, podla
ktorého to budete robit’ a napiste ho do riesenia.

2 opravovali Robo Téth a Feri Kardo$ 21 riegen
najkrajsie rieSenia: Franti$ek Lami, Juraj Polagko

Skor ako za¢neme s rieSenim pripomenme, Ze diamanty maji hodnotu 9, a rubiny
hodnotu 5. Tak podme na to. Hladané ¢slo nebude velké, pretoZe vhodnym po-
¢tom deviatok (maximalne 9) vieme vytvorit’ akikolvek poslednt cifru a pripo¢ita-
vanim dvoch pétiek (¢ize desiatky) vieme dotvorit’ vietky ostatné cifry. Ked'Ze teda
bude stadit’ vyski$at’ nevel'a moZnosti, vhodnym spdsobom, ako tilohu vyriesit, je
kratka uvaha: ak existuje 5 za sebou iduacich poctov bodov (resp. prirodzenych
Cisel), ktoré sa daju dosiahnut, budd sa dat’ dosiahnut’ aj vsetky vacsie. A to vSetko
iba zbieranim rubinov, ¢ize piatich bodov. Ukazeme ako:

Ak vieme nazbierat’ x, x + 1, x + 2, x + 3, x + 4. .. bodov, potom ak ku kazdému
poctu bodov pripocitame jeden rubin, dostavame x+5,x+6,x+7,x+8,x+9 teda
nasledujtcich 5 cisel. Takto to vieme robit’ donekonec¢na, a teda vSetky ¢isla vacsie
alebo rovné ako x uz vieme dosiahnut. Teraz ski§ame zaradom a hl'addme péticu
za sebou iducich disel, ¢o sa daju ziskat. Nakoniec s vitazoslavnym tismevom na
tvari zistime, Zze 31 saned4,32=3-9+5;33=2-94+3-5;34=9+5.5;35 =
=7-5;36 = 4-9. To znamen4, Ze 31 je najvacsie ¢islo, ktoré sa nedd dosiahnut.

Komentar. Vel'a z vds malo problémy ani nie tak s rieSenim, ako so zrozumitenym
vyjadrovanim. Ak sa rozhodnete rozoberat’ va¢si pocet pripadov, vase rieSenie si
priam vyzaduje prehl'adné umiestnenie ¢isel do tabuliek. Je potom ovela I'ahsie
sledovat’ vase my$lienkové pochody a teda aj lah$ie dat’ vdm plny pocet bodov.
Okrem toho by bolo fajn, aby ste pisali aj veci, ktoré sa vam zdaja zrejmé. Do6-
kladné rieSenie si vyzaduje aj takéto kroky (napr., Zze nasobky 5 sa nedaju ziskat),
pretoZe opravovatelia sa mézu iba dohadovat, ¢i ste na to prisli naozaj, ¢i ste riesili
intuitivne, alebo ste jednoducho zabudli.

O opravovala Katka Povolna a Jakub Sedlak L
3 —— — ° 20 rieSeni
najkrajSie rieSenia: Matu$ Cirip

Prvym krokom k vyrieSeniu geometrickej tllohy je dobry obrazok. Pozrime sa teda,
ako dani situacia vyzera.

Ulohou je dokazat, #e trojuholniky AXH a XCE st rovnoramenné. DéleZitou mys-
lienkou, ktora vyrazne pomoze a na ktort vacSina z vas prisla, je, ze ak je trojuhol-
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nik rovnoramenny, tak mé nielen 2 strany rovnakej dizky, ale aj 2 uhly rovnakej
velkosti. Ak mame dokazat, Ze je nejaky trojuholnik rovnoramenny, stadi ukazat
len jednu z tychto rovnosti.

Takmer vSetci ste si vs§imli, Ze vyhodnejSou sa zda .
byt rovnost’ uhlov. Je niekol’ko spdsobov, ako tiito
tlohu riesit. UkdZeme jedno velmi elegantné rie-
Senie | pozriem a ahaho, vidim! “, a potom vypoc-
tové rieSenie cez pocitanie velkosti uhlov. Pod'me
teda na to. Najprv sa poriadne pozrime na obra-
zok. Pravidelny osemuholnik je super v tom, Ze ma
pomerne vela osi simernosti. Konkrétne v$etky
jeho hlavné uhlopriec¢ky (tsec¢ky AE, BF, CG, DH)
a osi vsetkych jeho stran st zaroven osami su-
mernosti. Vieme potom néjst’ vel'a dvojic vrcholov,
ktoré st simerné podla nejakej z tychto osi. Napr.
v osovej simernosti podla osi AE st simerné vr-
choly B a H, vrcholy C a G a tiez vrcholy D a F.
To ale znamena, ze tsecky BH, CG, DF su vSetky
kolmé na tsedku AE, a teda st rovnobezné. Podobne vieme ndjst’ vel'a inych na-
vzajom rovnobeznych priamok prechadzajtcich dvojicami vrcholov pravidelného
osemuholnika (skuste si ich najst’ sami!). Toto zistenie si dobre zapamé&tame, pre-
toze v d'alSom postupe ho budeme ¢asto vyuZivat.

Pozrieme sa na obrazok eSte raz. Z toho, ¢o sme prave povedali, vyplyva, Ze $tvo-
ruholnik AEFH je lichobeznik (lebo AE || HF), a dokonca rovnoramenny (lebo
|AH| = |EF|). Tu sa ndm naskyta izasnd moznost’ vyuzit’ vlastnosti rovnoramen-
nych lichobeznikov. V rovhoramennych lichobeznikoch totiz plati, Ze ak budeme
jedno z ramien posuvat’ v lichobezniku na opa¢nt stranu, az do druhého vrchola
kratSej z&kladne, tak ndm rozdeli povodny lichobeznik na rovnobeznik a rovnora-
menny trojuholnik.

E

F/ D

/ X
H<T B

A
Dokaz je jednoduchy - vyplyva zo simernosti rovnoramenného lichobeznika a
zhodnosti sihlasnych uhlov. Ak teda ukdzeme, ze EF || XH (teda ze XH je , posunuté
“rameno EF), bude to znamenat), ze trojuholnik AXH je rovnhoramenny. Ale ahaho,
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ved EF || CH (sumernost’ podl’a osi strany EF), to znamen4, Ze aj EF || HX! A dokaz
je hotovy.

Velmi podobne dokazeme, Ze $tvoruholnik HCEF je rovnoramenny lichobeznik
(vyplyva to zo simernosti osemuholnika podl’a osi strany EF) a HF || XE (stimer-
nost’ podla tise¢ky CG). Z vlastnosti rovnoramenného lichobeZnika potom priamo
vyplyva, ze trojuholnik XCE je rovnoramenny.

VAcSina z vas si vybrala celkom iny pristup k rieseniu, a to numericky ukazat,
Ze v danych trojuholnikoch st dva uhly rovnako velké. Ukazme teda aj jednu z
moznosti, ako tlohu riesit’ tymto spésobom:

V trojuholniku AXH nemusime dokonca ani poci-
tat’ presnt velkost’ uhlov. Oznaéme|<t HAX| = o.
Ked’Ze hlavna uhopriecka AE nas$ho osemuholnika
je zarovenl osou jeho stmernosti, je aj uhol XAB
rovnako velky a ma velkost’ a. To, Ze aj uhol AXH
je rovnako velky, vyplyva z toho, Ze je striedavy
s uhlom XAB (AB || HC. Ukazali sme teda, ze
|« HAX| = |< HXA|, a teda trojuholnik AXH je rov-
noramenny. Co sa tyka trojuholnik XCE, tu si uz
pomdZzeme konkrétnymi ¢islami. Za¢nime vypoc-
tom velkosti uhla EXC. Ked’Ze je vrcholovy s uhlom
AXH, maju rovnaki velkost. Z osovej siimernosti
nasho osemuholnika podla AE vyplyva, Ze tato velkost je polovicou velkosti vnu-
torného uhla pravidelného osemuholnika. Na vypodcet velkosti vniitorného uhla
pravidelného n-uholnika existuje vzorec, ktory niektori z vas pouZili, no skiisime
ju vypoditat’ sami.

Ozna¢me stred osemuholnika S. Hlavné uhlop-
rie¢ky rozdel'ujt plny uhol okolo bodu S na 8 rov-
nakych ¢asti, ktorych velkost je 360°/8 = 45°,
Pozrime sa teraz napr. na trojuholnik HAS. Kedze
je rovnoramenny so zakladiiou HA, |<SHA| =
= |<HAS| st rovnaké a ich stcet je rovny rozdielu
sti¢tu vnutornych uhlov v trojuholniku a velkosti
uhla oproti zdkladni, t.j. 180° — 45° = 135°. Plati
teda |<SHA| = |<HAS| = 135°/2 = 67, 5° a vel-
kost’ vnttorného uhla osemuholnika je 135°, lebo
uhly HAS a SAB st rovnako velké.

Vieme teda, Ze |<EXC| = |<AXH| = |<HAS| =
= 67, 5°. Teraz uz len musime vypocitat’ veLkost’ uhla XEC alebo XCE. V§imnime
si, ze plati |[<XEC| = |<XED| — |<CED|. Uhol XED je, rovnako ako uhly SAB,
SAH, SBA a ostatné podobné, polovicou vnutorného uhla osemuholnika, teda
|<XED| = 135°/2 = 67, 5°. Napokon, ked’Ze trojuholnik CED je rovnoramenny so
zékladnou EC (ramend su strany pravidelného osemuholnika), plati:

|<CED| = (180° — |t CDE|)/2 = (180° — 135°),/2 = 22, 5°
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Teraz uZ I'ahko dopoditame velkost’ uhla XEC:
|<XEC| = 135° — 67, 5% — 22, 5° = 45°.

Ked’Ze pozname velkosti dvoch uhlov v trojuhol-
niku XCE (67, 5° a 45°), vieme dopoditat’ velkost’
uhla XCE: F

|<XCE| = 180° — 67, 5° — 45° = 67, 5°.

Vidime, Ze |<EXC| = |<XCE|, a teda trojuholnik
XCE je rovnoramenny, ¢o bolo treba dokazat. Uka-

zali sme jednu moZnost’ ako vypocitat velkosti

uhlov v trojuholnikoch, o ktorych sme mali uka- H
zat), Ze su rovnoramenné. Mozosti ako to spravit’ je

vsak mnoho, ¢o bolo vidno aj na vasich rieseniach. A
Pod’me este k tlohe c¢). V rieSeni tejto ¢asti sa vyskytli ob¢as nejaké chyby, ktoré
Casto pramenili zrejme z nedostatocného precitania zadania. PiSe sa v niom, Ze
hl'adané rovnoramenné trojuholniky maji mat’ vrcholy vo vrcholoch osemuholnika
A az H. Teda body X alebo S nebolo povolené pouZit. A d’alej sa v zadani pisalo, ze
najdené trojuholniky nemaji byt’ navzajom zhodné a ani zhodné s trojuholnikmi
AXH alebo XCE. Na to si bolo treba dat’ pozor. Skiisme teda néjst’ tri také. Aby sme
sa vyhli ndjdeniu zhodnych trojuholnikov, pouzime vrchol oproti zdkladni stale ten
isty. Nech je to napriklad vrchol A. Z osovej simernosti pravidelného osemuholnika
podl'a AE vyplyva, Ze AE je osou useliek HB, GC a FD. MéZeme teda tieto zobrat’ za
zékladne hladanych rovnoramennych trojuholnikov. Nagli sme teda 3 nezhodné
rovnoramenné trojuholniky s vrcholmi v niektorych z bodov A az H, ktoré nie st
zhodné ani s trojuholnikmi AXH a XCE, ¢im sme tlohu splnili.

4 opravovali Adka Gércsésova a Robko Hajduk -
najkrajsie rieSenia: vietci 9-bodovi )

25 rieSeni

Vsimnime si, zZe to, ¢o vieme o pocte jednotiek a dvojok, naAm moze pombdct
s celkovym poctom znadmok. Pocet zndmok musi byt celé c¢islo, Martin predsa
nemoze mat’ jeden a pol trojKky :). To znamen4, Ze aj pocet jednotiek a dvojok musi
byt celé ¢islo. Jednotiek je 1 a dvojok £ z celkového po¢tu. Aby obe tieto &isla boli
celé, tak x (pocet vSetkych znadmok) musi byt’ spolo¢nym nasobkom ¢isel 3 a 5. Ich
najmensi spolo¢ny nasobok je 15. Tak to teda vyskiisame pre x = 15:

Jednotiek bude 1 - 15 =5

Dvojok bude 1 - 15 = 3

Trojok je 8, a teda Stvoriek by malo byt 15— (5+3 +8). Tojeale 15—16 = —1,a
to je zaporné ¢islo. Martin nemdze mat’ zaporny pocet znamok, preto tdto moZznost’
nie je spravna.

Ideme d’alej. Nasledujticim spolo¢nym nasobkom 5 a 3 je 30. Vyskt$ame to isté
pre x = 30.
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Jednotiek bude 1 - 30 = 10
Dvojok bude 1 - 30 = 6
Trojok je 8, a teda Stvoriek by malo byt 30 — (10 + 6 + 8), ¢o je 30 — 24 = 6
Vysktisame teraz, ¢i sedi aj aritmeticky priemer.

1.1o+2.(§$3.8+4.6 = 10412424424 _ 70 _ 7

30~ 3
Teraz nam eSte ostava vyrieSit, Co pre tie ostatné nasobky 15.

Najprv je dolezité uvedomit’ si, Ze aritmeticky priemer znamok zavisi len od toho,
aka cast’ vSetkych znamok tvoria jednotlivé znamky. Tym sme chceli povedat, ze
nezélezi na pocte zndmok, ale na percentudlnom zastipeni danej znamky v celku.
Teda na ukazku priklad: Ak zo vSetkych znamok bude 1/3 jednotiek, 1/2 dvojok
a 1/6 Stvoriek, tak aritmeticky priemer znamok bude 2, nech je tych zndmok
Tubovolny podet (vyskidsajte si to!).

Teraz sa vratime spat’ k naSmu problému. Uvedomme si, ze jednotky budu stale
predstavovat’ tretinu vSetkych Martinovych znamok, dvojky pétinu. Trojky a
$tvorky spolu budu teda predstavovat'1 — 1 — 1 = % vietkych zndmok. Trojok ale
mame 8. To predstavuje pri kazdom pocte znamok ina cast, bude sa preto menit’
aj pomer Stvoriek a celkového poctu znamok. Zmeni sa ndm teda percentualne
zastiipenie jednotlivych zndmok v celku, a tym sa zmeni aj aritmeticky priemer.
Pritom ¢im viac bude zndmok, tym mensiu ¢ast’ budu predstavovat’ trojky a tym
vacsiu cast’ buda predstavovat’ Stvorky, teda priemer sa bude stale zvySovat. To
znamend, Ze ak budeme celkovy pocet zndmok l'ubovolne zvy$ovat, uz nikdy
nedosiahneme opat’ ten isty priemer. Nase rieSenie je teda jediné.

5 opravoval Monca Valkova a Marek Dernar o4 risken
—————— — , —— rieeni
najkrajSie rieSenie: Ema Ducéakova, Martin Vodicka

Mame kocku s vrcholmi zafarbenymi troma réznymi farbami. Nasou tlohou je
zistit, ¢i sa da najst’ vzdy dvojica vrcholov zafarbenych rovnakou farbou a zaroven
od seba vzdialenych viac ako 14 cm. Skdsme teraz najst’ také zafarbenie kocky,
ktoré by tomu odporovalo, teda také zafarbenie kocky, pri ktorom pouZzijeme tri
farby a ziadne dva vrcholy rovnakej farby nebudu od seba vzdialené viac ako 14
cm.

Nakreslime kocku a ozna¢me jej vrcholy ako na Y

obrazku. Na ilustraciu mézeme vybrat’ bod B a
zistit, ktoré body sti od neho vzdialené viac ako
14 cm. Body C, A, F st vzdialené len na dfzku i g
hrany, ¢o je 10 cm, a teda by mohli byt’ zafarbené
tou istou farbou ako bod B. Teraz je otazkou, ako
st od neho vzdialené body E, G, D - vSetko st
to body vzdialené od bodu B na velkost’ stenovej
uhloprie¢ky. Aby sme zistili jej velkost, pouZijeme
Pytagorovu vetu v trojuholniku ABE:

1dm

dm

1dm
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|AB|* + |AE|* = |BE|*

IBE| = \/|AB|* + |AE[?
IBE| = v/100 + 100
IBE| = 14,1421 cm

¢o je viac ako 14 centimetrov, preto body E, G, D nemdézu byt’ zafarbené tou istou
farbou ako bod B. NavySe sme tym zistili, Ze dva body rovnakej farby nemo6zu lezat’
na stenovej uhlopriecke kocky. Asi uz mame predstavu, Ze telesova uhlopriecka
bude este dlhSia, ale overme to. V trojuholniku BEH podla Pytagorovej vety plati:

|EH|?> + |BE|> = |BH|?

|BH| = +/|EH|? + |BE|?

|BH| = V100 + 200

|BH| = 17, 3205 cm
Bod B je teda od bodu H vzdialeny viac ako 14 cm. To znamen4, ze nemoéze byt
zafarbeny tou istou farbou a ziadne dva vrcholy leziace na telesovej uhlopriecke
nemoOzu mat’ rovnaka farbu. Pozrime sa eSte raz na to, ktoré body mézu byt
zafarbené tou istou farbou ako bod B. Zatial’ sme povedali, Ze to méZu byt body
A, C, F. V skutoc¢nosti ale tieto body tvoria stenové uhlopriecky AC, FC, FA, a
teda nemdéZzu byt vSetky rovnakej farby. Lubovolné dva z nich vytvaraji stenovi
uhlopriecku, preto zZiadne dva z nich nemo6zu byt zafarbené rovnakou farbou.
Mozeme teda mat’ na kocke len jediny bod zafarbeny rovnako ako B. Ak to plati
pre bod B, tak je jasné, Ze by to platilo pre Tubovolny iny bod, ktory by sme
vybrali. Podobne, ak to plati pre jednu farbu, tak to plati pre vSetky tri. Preto
mozeme povedat, ze na kocke m6zu byt maximalne 2 zIté, 2 hnedé a 2 oranzové
vrcholy. To znamend, ze mozeme ofarbit’ maximalne 6 vrcholov kocky bez toho,
aby nasa kocka mala dva vrcholy rovnakej farby vo vzdialenosti vacsej ako 14 cm.
Dva vrcholy ale eSte zostali neofarbené. Ked’ ich v8ak ofarbime hocijako, ako sme
ukazali, uz tam budu dva vrcholy tvoriace stenovu alebo telesovt uhlopriecku, a
to nechceme. Nech sa teda snazime akokolvek, kocku, na ktorej by boli vrcholy
rovnakej farby od seba vzdialené vzdy menej ako 14 cm, vytvorit’ nevieme. Teda
naozaj na tejto kocke vieme vzdy vybrat’ dva vrcholy rovnakej farby vzdialené viac
ako 14 cm bez ohl'adu na to, ako su tieto vrcholy zafarbené.

6 opravovala Janka Baranova a Matus Stehlik .
najkrajsie riedenia: Frantidek Lami, Anton Gromdczki

26 rieSeni

Tato tlohu mozeme riesit’ tak, Ze vypiSeme dvojice zlozenych Cisel, popr. prvoci-
sel, ktorych sticet je 100. Potom z nich budeme vytvarat’ prvocisla resp. zlozené
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C¢isla. Vacsina z vas si vSimla, Ze takych prvodisel bude urcite menej a teda bude
jednoduchsie riesit’ tiito tlohu druhou moznostou.

Na zaciatok vypiseme dvojciferné prvocisla do 50 (prvocislo 11 vynechame, lebo
zadanie hovori o 4 réznych cifrach), pretoze ak chceme mat stcet 2 prvocisel 100,
tak vieme, Ze jedno bude védSie a druhé mensie ako 50 (50 to byt neméze, kedze
to nie je prvodislo).

Takze jeden zo sposobov, ako ziskat’ dvojicu so stic¢tom 100, je odcitavat’ vypisané
prvocisla od 100 (da sa to aj opacne - odc¢itanim tych vacsich by sme dostali tie
mensie). Zrejme nie vSetky vzniknuté rozdiely st prvocislami, teda treba spomedzi
nich vySkrtnut’ zlozené ¢isla. Tymto krokom dostaneme vsetky dvojice dvojcifer-
nych prvocisel, v ktorych sa neopakuju cifry, so si¢tom 100. Konkrétne st to

17 + 83, 29 + 71, 41 + 59, 47 + 53.

Teraz musime zistit, ako zo Stvoric cifier (1,3,7,8), (1,2,7,9), (1,4,5,9), (3,4,
5,7) dostaneme dvojciferné zlozené cisla so sti¢tom 100. Jednou z moznosti je
vypisat’ v§etky moznosti, no je potrebné mat’ v tom systém, aby sme na ni¢ neza-
budli. Dalou moZnostou je v8imnut’ si, kedy sti¢tom dvoch ¢isel dostaneme 100.
Vieme, Ze 100 ma na konci O, z toho vzplyva, Ze stcet cifier oboch sé¢itancov na
mieste jednotiek musi byt’ 10 (tento sti¢et musi mat’ na konci O - do tivahy teda
prichadzaju ¢isla 0, 10, 20.. .; 0 to byt nemoze, lebo td mdze vzniknat’ len sti¢tom
dvoch nul a my cifry nem6zeme opakovat’; najvacsi mozny stucet dvoch cifier je
18, teda hl'adany sti¢et neméZe byt ani vadsi ako 18. To znamend, Ze jedinou
moznostou je 10). A ked mame stcet jednotiek 10, tak sicet desiatok musi byt 90
(ciferny stcet 9). Teda vieme, Ze sti¢et 100 sa zachové prave vtedy, ked sa nezmenti
jednotkova a desiatkova pozicia cifier (ak maji nase prvocisla na mieste jednotiek
1 a 9, tak novovytvorené ¢isla budi mat’ na tomto mieste tieZ 1 a 9; podobne je to
aj s desiatkovou poziciou). Teda vieme, Ze z dvojic prvocisel, ktoré sme dostali na
zaciatku, m6zme dostat’ iné dvojice ¢isel zlozené z rovnakych cifier a stétom 100
jedine tak, Ze vymenime ich cifry na mieste jednotiek (resp. desiatok). Dostavame
dvojice 13 + 87, 21 + 79, 49 + 51, 43 + 57. Teraz nam staci vysSkrtnut’ tie, ktoré
obsahuji aspon 1 prvodislo. lahko zistime, Ze nam vyhovujua len ¢isla 49 + 51
(zlozené disla), resp. 59 + 41 (prvodisla), a teda cifry 1,4,5,9.

Komentar. Je fajn, Ze k spravnemu vysledku dosli vSetci rieSitelia. No ako sa to
odrazilo aj na pocte bodov, je jasné, Ze v niektorych rieSeniach sa vyskytli aj nejaké
tie chyby. NajcastejSie to bol stru¢ne opisany postup, niekedy dokonca ziadny
postup :(. Je to Skoda, pretoze k spravnemu vysledku sa dopracoval kazdy rieSitel,
takZe velka ¢ast’ bodového hodnotenia sme venovali hlavne postupu. Preto je
fajn vzdy si pri pisani rieSenia polozit’ otazku, ako som dosiel k vysledku, alebo
konkrétne pri tejto ilohe, ako viem, Ze ten sucet musi byt’ vzdy rovnaky? . . . TaktiezZ
sme radi, Ze niektori rieSitelia sa pustili do sktiSania moznosti a naozaj pekne
popisali, ako ich skusali a dosli tak k vysledku.
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Zadania 2. série uloh
Ulohy poslite najneskor 27. aprila 2009

'obudil som sa na dajaky hluk. Ked’ som rozlepil vie¢ka, zistil som, Ze spolu-

byvajuici st uz hore a je neskoro rano. VSetkym ndm prislo ¢udné, Ze je uz
tak vel'a hodin a Marek néas e$te neprisiel zobudit’ svojim krasnym spevom ako
zvycajne. Tak sme isli zaklopat’ na veducovsku izbu, ¢o sa deje. Ni¢. Bolo tam
nezvycajné ticho, ako nikdy predtym, tak sme otvorili. Nikto. Tak sme sa trosku
porozhliadli a nasli sme tam nejaky ¢udesny poéitaci stroj. Vedl'a neho leZal n4vod:
Uloha 1. Tento stroj pracuje takto: Je mozné do neho vlozit’ Iubovolné dvojice
prirodzenych cisel x,y. Po vloZeni ¢isel si stroj v duchu vypocita 3 hodnoty: ¢islo
x?+y?, ¢islo 297-x? a &islo 402-y? a vypluvne najmenSie z nich - to znamen4 napise
ho na obrazovku. Vasou tlohou je zistit, aké najvdcésie cCislo sa na obrazovke tohto
stroja vébec mbZe objavit’ a pri akej dvojici ¢isel x,y toto ¢islo vypluvne.

Tato tlohu sme sice vyriesili, ale nijak nas to neposunulo d’alej. V tom sa nejaké
nevyrazné dievca, ¢o som si v§imol az teraz, ozvalo: , Urcite tu musi byt’ eSte nieco,
nenechali by nas tu predsa len tak‘. Tak sme ten stroj pootacali a zo spodu sme
nasli nejaky prilepeny papierik. A ¢o bolo na iom? No predsa §ifra. Informaticki
maniaci hned doniesli notebooky a zacali na nich 1astit’. Po chvili, ktor4 sa mi zdala
ako vecnost, jeden skrikol: | Mam to!“. A ide sa na kopec! Po dobrej polhodine
$liapania sme narazili na vedticeho. Hned ako sme k nemu dosli, tak ndm plny
elanu povedal, Ze d’alej sa nedostaneme, kym mu nevyrie§ime takito tilohu:
Uloha 2. Obvod trojuholnika je 20 cm. Aké dlhé méZe mat’ strany, ak su to v
centimetroch celé ¢isla a sti¢et df¥ok dvoch stran je o 6 cm vidsi ako tretia strana.
Néjdite vsetky moZnosti.

No, je pravda, Ze som si p6vodne myslel, ze to bude otrava, ale nakoniec to dopadlo
celkom dobre, ved’ som to vyriesil ja ;-). Vyzera to tak, Ze sa tu zadina daco diart,
lebo sme sa rozdelili na sedemclenné druzinky. A pre zmenu, aby nebola nuda,
zase §liapeme do kopca. Nast’astie sme tento krat nesli ani velmi dlho a narazili
sme na vediicu Janku, ktord uz mala v ruke pripravené kocky.

Uloha 3. Janka dala kazdému tcastnikovi (v druZinke ich bolo 7) rovnaky pocet
cukrikov. Potom hédzali kockou a kaZdy musel Janke vratit’ tolko cukrikov, kolko
hodil na kocke. Prvi Siesti hodili kaZzdy iné &islo. Kolko padlo siedmemu, ak na
konci zostalo celej druzinke dokopy 53 cukrikov?

To som fakt nechépal, naco toto bolo dobré, ale aspoii sme mali cukriky. Hned
potom nam Janka zaviazala oc¢i a zakazala hovorit. Potom nés viedla hastinou a
kriakmi, boli sme tiplne do$kriabany. Ked sme i§li cez izky mostik, jeden chalan
nam spadol do potoka, ale bral to $portovo. I§li sme asi celt ve¢nost, ked sme zrazu
zastali. Pocitil som, Ze ma Janka odviedla d’alej a namalovala mi nie¢o na ¢elo.
Ked mi dala dole $atku, uvidel som oproti sebe dvoch chalanov z na$ej druZinky a
vtedy Janka povedala:
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Uloha 4. , Kazdému z véis som namalovala na ¢elo éerventi alebo modrti bodku.
KaZdy sa pozrie na druhych dvoch, a ked uvidi aspori jednu ¢ervent bodku, zdvihne
ruku. Kto prvy uhddne, aki bodku m4 na cele, vyhrd.“ Ked’ ndim dovysvetlovala
tilohu, vSetci sme zdvihli ruku. VSetci sme boli chytri,ale kedZe som bol najchytrejsi,
tak som po chvili timorného premyslania povedal: ,M4m na dele éerventi bodku.*
Viete aj vy, ako som na to prisiel?

Potom nés Janka poslala niekam $tylom, Ze rovno a v piatok dolava... Ked’ sme
presli uz sedem hoér a sedem potokov, uvideli sme niekde v totélnej pazi ¢ervent
vlajku. Asi to bola nejaka znacka, tak sme sa za fiou rozbehli. Ked' sme k nej
dobehli, zistili sme, Ze oznacuje hrad.

Uloha 5. Ked’sme sa Stastne dostali aZ do hradu, zacali sme sa obzerat’ ako vlastne
vyzera. Mal pédorys tvaru trojuholnika so stranami 40, 50 a 60 metrov. V rohoch
boli 3 basty. Mali pédorys v tvare casti kruhov s polomerom 5 metrov, ich stredy
boli vo vrcholoch trojuholnika. Zahradnici sa rozhodli privyrabat’si tym, Ze v nich
budti pestovat’ $ampiriény. Nevedeli si vSak vyrdtat, aka velk4 bude ich tiroda, ak
sa im urodi 9,465 kg na meter Stvorcovy. Tak sme im s tym pomohli. Akt velkd
trodu budi mat”?

Ked’ sme sa po hrade trochu porozhliadli, na$li sme tam vedicich, ktorf ndm
povedali, Ze na pokrac¢ovanie musime pockat’ na ostatné druzinky. Nastastie sme
nemuseli dlho ¢akat, kym prisli vSetci. Potom nam veddci ozndmili, Ze si dame
final battle, v ktorom budeme musiet’ dostat’ vSetkych veducich na desat’ sekind
do trojuholnika, ktory uZ skor vyznadili. Trvalo ndm to velmi dlho, lebo tam bol
vel'mi rychly Rast’o, ktorého sme nevedeli dobehnit’ a chytit, ale nakoniec sme ich
tam vypéatim vSetkych sil dostali. Po skondeni final battlu som zadal rozmyslat’ nad
tym trojuholnikom.

Uloha 6. Pamitite sa eSte na osemuholnik na obruse? Po rovnoramennych tro-
Jjuholnikoch ma zadali zaujimat’ také trojuholniky, ktoré st jedine¢né. Kolko je-
dinec¢nych trojuholnikov existuje v pravidelnom osemuholniku? (trojuholnik je
Jjedine¢ny, ak nemd rovnako dlhé strany ako iny trojuholnik. Trojuholnik so stra-
nami 3,5,4 je rovnaky ako trojuholnik so stranami 3,4,5 ale iny ako trojuholnik so
stranami 3,4,6).

Ked sme sa z hradu vratili naspat’ na ubytoviiu, kazd4 druZinka si mala pripravit’
nejak( zabavnii scénku. Pri tom sme sa dost’ nasmiali, ked’ sme tancovali balet.
Uz nikdy viac. Poslednéd noc bola tizasnd, asi moja najlepsia. Zacalo to jedenim
ooooobrovskej torty, potom sme gitarovali v spolocenskej a skoncilo sa to roman-
tickou prechaddzkou s Dankou. AZ doma som si uvedomil, Zze sa mi matika fakt
zapacila a Ze mi to celé sustredenie bude strasne chybat’ VSetka ta sranda a gitaro-
vanie, sit’azenie a krvbal a kopa skvelych kamosov. A aj pre to vSetko sa uz teSim
na budtce.
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Poradie po 1.sérii

PS je stcet bodov za predchadzajuce série, 1-6 st body za jednotlivé ilohy a CS
je celkovy stuicet bodov.

Poradie Meno Trieda Skola PS123456 PCS
1. —2. Vladislav Vancak Tercia B GAlejKE 0 699999 54
Martin Vodicka Kvarta GAlejKE 0 999999 54
3. Anton Gromodczki 7.A ZStanKE 0 897999 53
4. — 8. Denisa Semanisinova Kvarta GAlejJkKE 0 889999 52
FrantiSek Lami 9.C ZNov2KE 0 799999 52
Miroslav Stankovi¢ 8.A ZKrodKE 0 789999 52
Viktéria Valachova 8. A ZMarkSN 0 9 -8999 52
Katarina Krajciova Sekunda GAlejkE 0 887999 52
9. —10. Ema Ducakova 7.A ZKomePP 0 819997 51
Martin Vrabec 7.A ZKrodKE 0 619999 51
11. Patrik Turzak 8. A ZKro4dKE 0 878998 50
12. Jan Jursa 8.A ZKrodKE 0 87 -999 49
13. Magdaléna Krej¢iova Tercia A GTataPP 0 894859 48
14. Filip Stripaj 8. A ZKro4dKE 0 6999 -8 47
15. Jaroslav Petrucha Kvarta GMetoBA 0 89 -999 44
16. Roman Pivovarnik Tercia A GMudrPO 0 49 -848 42
17.—-18. Lenka Marekova 8. A ZKrodKE 0 56 -988 41
Dorota JaroSova Sekunda GAlejKE 0 573867 41
19. Juraj Polacko 7.A ZDrabKE 0 57 -9 -7 37
20. Matus Cirip Tercia A GMudrPO 0 4 -5837 35
21. —22. Mojmir Stehlik Kvarta B GTri2KE 0 59 -87 2 31
Viktéria Macikova 7.A ZKrodKE 0 2 -7 -86 31
23. Maros$ Varga 7.A ZKuzmic 0 1 -2913 25
24. Julius Urmacher 7.A ZKuzmic 0 1 -2912 24
25. Adriana Lukacova 7.A ZKuzmic 0 11 -9 -2 22
26. Michal Balint 7.A ZKuzmic 0 1 - -911 21
27. Daniel Ondra 8.A ZKrodKE 0 -16 -4 - 11
28. Jana Cerulovéa 7.A ZKrodKE 0 4 - - - -1 9
29. Peter Micek 8.A ZKrodKE O - -7 - - - 7
30. Lukas Gdovin 7.A ZStanKE 0 - - - - - - 0
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