Cislo 2 Zimny semester 32. ro¢nika (2007,/2008)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Mili nasi riesitelia,

Po dvoch sériach st tu Vianoce a aj koniec zimného semestra 32. ro¢nika vasho — nasho milovaného
STROMu. Aj ked zima klope spolu s Vianocami na obloc¢ik, STROMnezamrzol a zije dalej. Do-
konca pre vas pripravil i velké viano¢né stretnutie ina¢ nazyvané Vianocény Maxiklub. Uskutocni sa

22. decembra na Prirodovedeckej fakulte, na Jesennej 5 v Kosic iach v miestnosti P/12 v ¢ase 13.00
— 17.00. Prid! Stretnes tam veducich (byvalych aj suc¢asnych), riesitelov a priatelov STROMu.

RieSenia 1. série uloh zimného semestra 32. ro¢nika

1. Vkrajine STROMovo je kazdé mesto spojené leteckymi linkami s nanajvys tromi inymi mestami.
Vsetky letecké linky st obojsmerné. Z ITubovolného mesta sa vieme do Tubovolného iného mesta
dostat lietadlom s nanajvys jednym prestupom. Kolko najviac miest moze byt v tejto krajine?
Ak si myslite, Ze spravna odpoved je 325, Vase rieSenie by malo obsahovat nielen ukdzku toho, Ze
325 miest je moznych, ale aj zdovodnenie, Ze viac miest byt v krajine nemdoZe.

Opravoval: Robko Hajduk Pocet riesitelov: 38
RieSenie:

Ulohu si rozdelme na dve ¢asti. V prvej ndjdeme maximalny pocet miest ktoré by mohli vyhovovat
zadaniu tlohy. V druhej ¢asti sa pokusime najst zakreslenie miest a liniek medzi nimi, a teda dokazat,
7e naozaj to pre nami nadjdeni maximalnu hodnotu plati.

C Zac¢nime jednym mestom, mestom A. V zadani mame napisané, ze kazdé mesto
je spojené s nanajvys troma mestami, takze pocet miest do ktorych sa vieme z
B mesta A dostat bez prestupu, je najviac 3. Ozna¢me siich B, C, D (ak existuju).

Z kazdého z miest B, C, D vedu este najviac dve linky (obr. 1). Preto pocet
miest, do ktorych sa vieme z mesta A dostat na prave jeden prestup je najviac
6.

Na druhej strane, podla zadania sa do kazdého mesta z mesta A vieme dostat s
nanajvys jednym prestupom, takze ziadne iné mesta v STROMove nie si. TakZze maximéalny pocet
miest, ktory moze vyhovovat zadaniu ulohy (eSte sme neukazali, Ze aj vyhovuje) je 10.

SN m Q">

Tak a teraz hor sa do nadjdenia vhodného rozplanovania leteckych G F

liniek. Vychadzajme z obrazka, ktorym sme popisovali maximalny

pocet miest, len si ho na¢rtneme trocha ina¢ (obr. 2). Ako vieme,

chybaji ndm spojenia na maximalne jeden prestup z mesta E do

miest G, H, [ a J, z mesta F' do miest G, H, I a J, z mesta G A

do miest [ a J a z mesta H do miest I a J. Z kazdého mesta ndm i B
ostavaji na spojenie este dve linky. Z kazdého mesta sa vlastne

potrebujem dostat do 4 miest. TakZe do dvoch sa dostanem priamo )

a do dvoch s jednym prestupom. No a teraz ndm uz nezostava nic

iné len si to nakreslit. I J
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Vysledkom je napriklad takéto rozdelenie leteckych liniek na
obrazku 3. Popis$me si, v tabulke, ¢ spliia zadanie tlohy. Teda
¢ sa da dostaf z kazdého mesta do iného mesta priamo alebo
na jeden prestup. Vzhladom k symetrickosti grafu ndm postaci
overit platnost pre mesta A, D, I a J.

‘ Mesto ‘ priama linka ‘ jeden prestup ‘
A B,C, D E,F, G, H I J
D Al J B,C,E, F,G, H
I D, F, H A B,C,E G, J
J D, E G A B, C,F,H, I

Tak a hotovo. Pre 10 miest existuje rozloZenie leteckych liniek, splhajtce podmienky zadania tlohy.

Komentdr: Skoro kazdy, kto sa do tlohy pustil, si ju rozdelil na dve Casti (tak ako v rieSeni napisanom
vyssie): dokazat Ze 10 je maximum a potom néjst ako maji byt zorganizované letecké spojenia pre
10 miest. Kto sa do toho pustil takto, mal spravne riesenie. Teda skoro spravne mal kazdy, avsak
niektori z vas spravili len nékres a to, aby popisali, Ze to je naozaj spravne riesenie, na to zabudli.
Zial §li za to body dole, a pritom stacilo tak malo.

2. Danka a Janka hraju na Sachovnici s velkostou 5 x 5 hru, pri ktorej sa striedajiu v tahoch. T4,
ktorad je na fahu, zakryje dve eSte nezakryté policka Sachovnice kiiskom domina velkosti 2 x 1
(resp. 1 x 2). Prehrava hracka, ktora nemdze urobit fah. Pod dlzkou (ukonéenej) hry rozumieme
pocet tahov, ktoré sa uskutocnili. Aké najdlhsia a akd najkratSia hra sa da zahrat pri takychto
pravidlach?

Nezabudnite wviest okrem prikladu najdlhsej hry aj dovody, pre ktoré Ziadna ind hra nemoze byt
dlhsia. Podobne pre najkratsiu mozZni hru.

Opravovali: Marek Dernar a Feri Kardos Pocdet riesitelov: 38
RieSenie:

V prvej Casti tejto tlohy sa budeme zaoberat najdlhsou hrou. Hra mohla trvat najviac 12 tahov. To,
ze nemohla mat viac ako 12 fahov jednoducho dokéZeme sporom. Predpokladajme, Ze by existovala
hra, ktord by mala minimélne 13 tahov. Kedze kazdé domino zabera 2 policka, tak by museli dominé
zaberat minimdlne 13 x 2 = 26 policok. Ale Sachovnica 5 x 5 ich obsahuje iba 25, ¢o je spor. Este vSak
by sme mali dok4zat, Ze hra mohla mat 12 tahov. Cize nac¢rtneme si priklad takejto hry (obrazok 1).

.....
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Obr. 1 Obr. 2

Teraz prejdime ku druhej ¢asti tlohy. V nej sa budeme zaoberat najkratSou hrou. Kazdy z véas prisiel
na to, ze hra by mohla trvat najmenej 9 tahov. Priklad takejto hry je na obrazku ¢islo 2. O dost
hor§ie to uz vSak bolo s korektnym zdovodnenim, Ze hra by nemohla skoncit aj po menej tahoch.
Mnoho riesitelov spominalo vo svojich rieSeniach najvyhodnejsie zapliianie. Bohuzial nie vzdy to, ¢o
sa ndm zda najvyhodnejsim, nim aj bude. Pri podobnych tlohdch musime dokézat, ze pre Tubovolné
umiestiiovanie domin hra bude trvat najmenej 9 ftahov. To mozeme dosiahnut napriklad vypisanim
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(nakreslenim) tuplne vSetkych moznosti. Tych moznosti je vSak strasne vela, ¢ize by sme takmer
urcite aspoil na jednu z nich zabudli. A pravdupovediac komu by sa to vSetko chcelo robit? : Preto
sa pokusime néjst nejaki fintu, ktorou sa nam pocet moznosti vyrazne znizi.

Takze chceme dokézaft, Ze hra nemohla trvat menej ako 9 fahov. DokéZzeme to sporom. Predpokla-
dajme, Ze existuje hra, ktord méa menej ako 9 tahov, ¢ize 8 alebo menej tahov. Potom, kedze kazdé
domino zaberd 2 policka a Sachovnica ich obsahuje 25, tak musi ostat miniméalne 25 — 2.8 = 9 neob-
sadenych polic¢ok. Pricom ziadne dve z tychto volnych poli¢ok nesmi mat spolo¢ni stranu, inak by
sme namiesto nich vedeli dat domino.

Teraz si ukazeme 3 rozne postupy ako dosiahnut spor s nasim predpokladom:

1. postup:

Pod kazdym volnym polickom (okrem tych na spodnom riadku) sa musi nachddzat domino umiest-
nené jednym z tychto troch spdsobov:

V Ziadnom z tychto spdsobov sa nad danym dominom nenachédzaja
dve rozne volné policka. Cize kazdému volnému policku priradime
domino, ktoré sa nachadza presne pod nim. Réznym neobsadenym
polickam sme priradili r6zne dominda. Nepriradili sme vSak ziadne — —
domino volnym polickam nachadzajicich sa v najspodnejSom riadku.

Okrem toho na policku a5 alebo b5 (podla Sachovej notécie) sa musi nachddzat domino, ktoré sme vsak
nepriradili Ziadnemu volnému policku. Rovnako aj na policku d5 alebo €5 je uréite nepriradené domino
(iné ako to prvé). Cize ak mame v najspodnejsom riadku (riadku a podla Sachovej notécie) najviac
2 volné policka, tak im priradime tie 2 zatial nepriradené domina. Potom kazdému neobsadenému
policku sme priradili prave 1 volné domino, ¢iZe ich maximalny pocet je %, ¢ize je ich urcite menej
ako 9, ¢o je spor.

Pokial by v najnizsom riadku boli viac ako 2 volné poli¢ka, tak tam musia
byt 3, kedZe je jasné, Ze v jednom riadku ani stipci nemézu byt viac ako 3
volné policka. Potom tplne rovnaki myslienku vieme pouZzif aj pre najvr-
chnejsi riadok, respektive "najlavejsi” stipec, respektive "najpravejsi” stipec
(v kazdom z nich musia byt 3 volné policka). Cize to bude vyzerat ako na
obrazku vlavo (krizik oznacuje volné policko).

No a teraz napriklad na policku b2 sa musia nachadzat 2 rozne domind, ¢o
je spor. Cize vo vSetkych moznostiach sme dostali spor, ¢im sme dokazali, ze
naozaj je 9 tahov minimum.

2. postup:

Rozdelme si Sachovnicu 5x5 na 4 Sachovnice 2 x 3 4+ 1 policko, tak ako vidime na nasledujicich
obrazkoch (¢. 3 a 4):

Obr. 3 Obr. 4

Je zrejmé, ze v Tubovolnej zo zvyraznenych oblasti 2 X 3 mo6zu byt maximalne 3 volné (neobsadené)
policka. Pokial by v niektorej z nich boli 3, tak st 2 moznosti:

strom@strom. sk
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? ?

Obr. 5 Obr. 6

Kedze dve strany lubovolnej z tychto oblasti st zaroven okrajom Sachovnice 5 x 5, tak ich urcite
vieme otocit, alebo osovo siimerne prevratit tak, aby to vyzeralo ako na obrazku 5 alebo 6. Potom
vSak na policko oznacené otaznikom nevieme umiestnit domino ani volné policko, ¢o je spor.

Cize sme dokazali, ze v lubovolnej z vyznacenych oblasti mézu byt maximalne 2 volné policka. Kedze
uvazujeme, Ze na celej Sachovnici 5 x 5 ich mé byt aspon 9, tak v kazdej z tych oblasti musia byt
presne 2 a v strede Sachovnice sa tiez musi nachadzat volné policko. Skiisme si teraz obrazky ¢. 3 a
4 prekryt. Tym nam vznikne nieco takéto (obr. ¢. 7):

?

?

Obr. 7 Obr. 8 Obr. 9

Kedze v kazdej z vyznacenych oblasti na obrazkoch 3 a 4 musia byt po 2 volné policka a obrazok
¢.7 vznikol ich prekrytim, tak v kazdej z vyznacenych oblasti 2 x 1 na obr. 7 musi byt rovnako
vela volnych policok. Pokial by v nich nebolo Ziadne volné policko, potom vo vsetkych vyznacenych
oblastiach 2x2 musia byt po 2 volné policka. Zrejme ich nemoézeme umiestnit tak ako na obr. ¢ 8 (na
pole oznac¢ené otaznikom nemame ¢o dat), ¢ize musia byt rozmiestnené ako na obr. ¢. 9. Potom vsak
na policku oznac¢enom otaznikom musia byt az 3 domind, ¢o je spor.

KedZe sme prave ukazali, Ze vo vyznacenych oblastiach 2x1 sa musi nachadzat aspon 1 volné policko
(2 sa tam nachadzat nemozu), tak tam musi byt prave 1. Potom dostavame takuto situdciu (obr. ¢.
10):

Obr. 10 Obr. 11 Obr. 12

Potom v kazdej z vyznacenych oblasti 2x2 sa musi nachddzaf prave 1 volné policko. Mozeme ho
umiestnit 2 réznymi spésobmi (obr. ¢. 11 a 12) v kazdom z nich vSak na poli¢ko oznacené otaznikom
by sme museli dat 2 domind, ¢o je spor.

Cize vo vsetkych moznostiach sme dostali spor, ¢im sme dokézali, Ze naozaj je 9 tahov minimum.
Pri podobnych tlohach sa velmi ¢asto vyuziva myslienka rozdelenia si Sachovnice na mensie Casti, v
ktorych sa tvrdenie dokazuje o dost Tahsie (poc¢et moznosti sa ndm razantne znizi).

3. postup:

Pri tomto postupe vam uz iba tak zhruba nacértneme, ako sa dala tiloha eSte riesit.

Najprv by sme si zobrali moznost, ak v 1. riadku st 3 volné policka. Potom by sme si umiestiiovali
dominé na ich ”vynttené” pozicie (pozicia na ktorej musi byt domino), rozobrali zopar moZnosti a
v kazdej z nich dosli k sporu.

http://seminar.strom.sk
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Dalej by sme si zobrali moznost, ak v 2. riadku st 3 voIné policka. Postupovali by sme pri nej tiplne
rovnako ako v 1. moznosti a dosli k sporu.

Rovnakym spdsobom by sme rozobrali aj moznost, ak sa nachddzaju v 3. riadku 3 volné policka a
dosli k sporu. Kedze Sachovnica je osovo simerna (podla osi 3. riadku) a sme dokazali, ze v 1., 2.
ani v 3. riadku nemézu byt 3 volné policka, tak ani v 4. a 5. riadku nemo6zu byt 3 volné policka.
CiZe v kazdom riadku sa nachadzajii maximalne 2 voIné policka. Kedze je riadkov 5 a dokopy ich
m4 byt minimélne 9, tak v $tyroch riadkoch musia byt po 2 volné policka a v poslednom 1 alebo 2
volné policka. Potom urcite v 1. a 2. riadku st po 2 volné policka alebo v 4. a 5. riadku st 2 volné
policka. Vzhladom na stimernost mozeme uvazovat, Ze st v 1. a 2. riadku. Potom rozoberieme vsetky
4 moznosti pre ich umiestnenie v 1. riadku a v kazdej z nich dokézeme, ze v 2. riadku je maximalne
1 volné policko, ¢o je spor.

Tym sme rozobrali vSetky moznosti a v kazdej z nich prisli k sporu, ¢ize hra mohla naozaj prebiehat

.....

3. Dany je trojuholnik ABC'. Uvazujme bod P, ktory lezi v trojuholniku ABC na osi strany AB.
K nemu zostrojime body @) a R leziace mimo trojuholnika ABC' tak, aby trojuholniky BQC
a C'RA boli podobné s trojuholnikom APB.
a) Najdite vsetky body P také, ze body P, @, C, R lezia na priamke.
b) Predpokladajme, ze body P, @, C, R nelezia na priamke. DokaZte, ze potom vytvaraji
rovnobeznik.
V' Casti a) nestaci len ndgst tieto body. Treba aj zdovodnit, preco iné body nevyhovuji.

Opravovali: MiSo Danco a Feri Kardos Pocdet riesitelov: 20
RieSenie:

Uvedieme najprv rieSenie Casti a), potom rieSenie Casti b), a potom este jedno rieSenie Casti a), v
ktorom sa vyuzivaju myslienky z rieSenia Casti b).

a) Skumajme kedy by mohli body P, @, R a C lezat na jednej priamke. Prelozme bodmi P a C
priamku. Ak maja vSetky $tyri body lezat na jednej priamke, tak to musi byt prave tato priamka.
Ukézme, ze body @Q a R nemdzu oba lezat na priamke PC"

Na ktorej ¢asti priamky PC' by mohol bod @ (alebo
bod R) lezat? Bod R lezi v tej polrovine urcenej
priamkou AC, v ktorej nie je bod B, takze bod R
urcite nemdze byt na polpriamke C'P. Podobne bod
(@ zrejme lezi v tej polrovine urcenej priamkou BC),
v ktorej nie je bod A, takze ani bod () nemdze byt
na polpriamke C'P.

Jedina zvySnad moznost je, ze oba body ) a R lezia
na polpriamke opacnej k polpriamke C'P. Mohlo by
sa to stat? Ak by oba body @ a R lezali na tejto
polpriamke, tak stcet uhlov RCA, ACB a BC(Q by
musel byt 360°. UkdZeme, Ze toto nemdZe nikdy na-
stat:

Uhol AC'B je vnutorny uhol trojuholnika ABC', takze jeho velkost je urcite mensia ako 180°. Ako
odhadnut velkost uhlov RCA a BCQ? Skisme si pomdct tdajmi, ktory sme zatial v rieSeni nijako
nevyuzili. Bod P lezi na osi strany AB, takze trojuholnik AP B je rovnoramenny so zakladnou AB.
Zo zadania vieme, ze trojuholniky APB, BQC a C'RA st podobné, preto zodpovedajice si uhly
maju rovnaka velkost. Dostédvame

|9 PAB| = |9 PBA| = [ RAC| = [§ RCA| = |[§QUB| = [§@BC| = ¢.

Navyse, oba uhly (rovnakej velkosti ¢) pri zékladni rovnoramenného trojuholnika st vzdy ostré, teda

strom@strom. sk
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mensie ako 90°. Preto
|9 RCA|+ |9 ACB| 4 |9 BCQ| < 90° + 180° + 90° = 360°,

a teda plati, Ze body R a () nemozu stucasne lezat na priamke PC.

Zdalo by sa, ze body P, C', R a (Q nem6zu nikdy lezat na jednej priamke, ale nie je tomu tak.
Celé doterajsie rieSenie sa opieralo o fakt, Ze vieme zostrojit priamku PC, ¢iZe celé rieSenie stélo na
predpoklade P # C.

Pozrime sa preto na pripad P = C. Toto moze nastat jedine v pripade, Ze os strany AB (na ktorej
lezi bod P) prechadza bodom C, ¢ize v pripade, ze trojuholnik ABC' je rovnoramenny so zakladiiou
AB. Mozu v tomto pripade body P = C, @ a R lezat na jednej priamke?

Kedze P = C, trojuholniky ARC a C(QB su v tomto pripade podobné s trojuholnikom ABC. Ak
oznacime velkost (hociktorého) uhla pri zakladni trojuholnika AB ako «, tak dostdvame, Ze

19 RCQ| = |3 ROA| + [ ACB| + |4 BCQ| = a + (180° — 2a) + a = 180°.

Body P, C, @ a R lezia na jednej priamke vtedy a len vtedy, ak trojuholnik ABC' je rovnoramenny
so zakladnou AB a bod P je totozny s bodom C.

b) Ako ukézaf, Ze nejaké Styri body vytvaraju rovnobeznik? Mézme sa pokusit dokazat, ze dve
dvojice protilahlych stran st navzajom rovnobezné, alebo sa mdzeme pokusit dokézat, ze dve dvojice
protilahlych stran maja rovnaka velkost. Vyberme si t01 druhtt moznost, a teda skisme dokazaft, ze
|RC| = |PQ| a |QC| = |PR|. Vieme v obrazku najst nejaké dvojice tise¢iek rovnakej dizky?

Bod P lezi na osi strany AB, takze trojuholnik AP B je rovnoramenny so zékladiou AB. Zo zadania
vieme, ze trojuholniky APB, BQC a CRA st podobné, preto aj trojuholniky BQC a CRA su
rovnoramenné, takze plati |AR| = |RC| a |BQ| = |QC|. Stacilo by preto ukazat, ze |AR| = |PQ| a
|BQ| = |PR|. Ako na to?

Ak by sme si boli narysovali presny obrazok, zistili by sme, Ze trojuholniky ARP a PQ B sa zdaju byt
zhodné. Ak by sa ndm podarilo dokézat, Ze tieto trojuholniky st naozaj zhodné, z toho by uz vyplyvali
pozadované rovnosti |[AR| = |PQ| a |BQ| = |PR|. Ako ukdzat zhodnost dvoch trojuholnikov?
Najjednoduchsie asi pomocou niektorej z viet o zhodnosti trojuholnikov. Na dokaz zhodnosti tychto
trojuholnikov nemozeme pouzit rovnost dizok stran AR a PQ, pripadne BQ a PR, pretoze prave
tieto rovnosti chceme dostat ako dosledok zhodnosti trojuholnikov. Skiisme zhodnost trojuholnikov
ARP a PQB dokazat pomocou vety usu:

Strany AP a PB trojuholnikov ARP a PQB st zrejme rovnakej velkosti, kedZe trojuholnik APB je
rovnoramenny. Ostdva sa nejako dopracovat k zhodnosti prislusnych uhlov.

Po chvili patrania v obrazku prideme na to, Zze to nepojde tak lahko. Po dlhsej chvili patrania (a
mozno aj chvili rysovania) v8ak méZeme objavit dalsiu zaujimavia skuto¢nost: Trojuholniky APR a
PBQ@ st obidva podobné s trojuholnikom ABC! Totiz

|9 RAP| = | RAC| + |9 CAP| = |4 PAB| + |3 CAP| = |4 CAB].

Okrem toho, z podobnosti trojuholnikov CRA a BPA dostavame

|RA|  |CA]

|PA|  |BA|’
¢o mozeme prepisat aj ako

|RA] _ |PA]|

|CA| — |BA|

Podla vety sus st trojuholniky APR a ABC podobné. Uplne rovnakym spoésobom dostévame, 7e aj
trojuholniky PBQ a ABC st podobné. (Vyskusajte si to sami!) Potom ale aj trojuholniky APR a
PBQ@ st navzajom podobné, maju preto zodpovedajuce si uhly rovnakej velkosti.

http://seminar.strom.sk
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Toto bol posledny chybajtci kiisok mozaiky. Mozeme rieSenie uzavriet:

Kedze trojuholniky APR a PB(Q st podobné a navyse |AP| = |PB]|, tak st aj zhodné. Preto
|AR| = |PQ| a |BQ| = |PR|, a teda aj |RC| = |PQ| a |QC| = |PR|, z ¢oho vyplyva, ze ak body P,
C, @), R nelezia na jednej priamke, tak vytvaraju rovnobeznik.

a) Vyuzijeme, Ze v ¢asti b) sme dokazali, ze plati | RC| = |PQ| a |QC| = | PR|. Za takychto podmienok
mozu body P, C, , R lezat na jednej priamke len v dvoch pripadoch: ak body R a @ lezia vnutri
usecky PC' (¢o nie je mozné), alebo ak body P a C lezia vnutri tsecky QR. V tom pripade musi byt
velkost uhla RC'Q) rovna 180°. Potom

180° = |9 RCQ| = |J RCA| + |JACB| + |9 BCQ| = ¢+~ + ¢
|SACB| =~ =180 —-2¢p = |9 APB].

Dostavame | APB| = 7, ¢o moze platit len ak bod P lezi na kruZnici opisanej trojuholniku ABC.
Na druhej strane bod P lezi vnutri trojuholnika ABC, takze jedind pripustnd moznost je P = C,
¢o moze nastat len ak trojuholnik ABC' je rovnoramenny so zékladiiou AB. Podobne ako v prvom
rieSeni Tahko sa overi, Ze v tomto pripade body P = C, @ a R naozaj lezia na jedej priamke.

4. Majme $tyri navzdjom rozne kladné redlne céisla. Dokazte, Ze z nich vieme vybrat tri ¢isla a oznacit
ich a, b, c tak, Ze rovnice ax® + x + b = 0 (s nezndmou z), by? +y + ¢ = 0 (s nezndmou y)
acz?+2z+a =0 (s nezndmou z) bud vetky maji redlny korefi, alebo Ziadna z nich nem4 realny
koren.

Opravovali: Jano Kova¢ a Tomas Lucivjansky Pocet riesitelov: 28
RieSenie:

Skor ako zac¢neme riesit, mali by sme si najskor ujasnit, ¢o potrebujeme dokazaf. Vieme, ze kvad-
riefenie ak je jej diskriminant zaporny. Ulohu mozno teda preformulovat do podoby: z kazdych Sty-
roch navzajom roznych kladnych ¢isel a, b, ¢, d je mozné vybrat tri, ktoré si vieme oznacit ako p, g,
r takym spdsobom, aby platila bud podmienka 1 alebo podmienka 2.

Podmienka 1: (pg < 3) A (pr < 3) A (rq < 1) (kazda z danjch rovnic nema riesenie).

Podmienka 2: (pg > 3) A (pr > 3) A (rq > ) (kazda z danych rovnic ma riesenie)

Najvicsi problém je v dalSom postupe rieSenia to, Ze v fiom neméame ziadne tudaje o ¢islach a, b, ¢, d,
okrem toho, Ze maju byt kladné a navzajom rdzne. Musime si preto nejakym sposobom pomoct. Bez
jmy na vSeobecnosti plati a < b < ¢ < d. Rozoberme si teraz postupne aké moznosti moézu nastat:
A)b >
B)e <
Ch<;<c

Uvedomme si, Ze aspoil jedna z moznosti vzdy nastane. Ak nastane moznost A) vyberieme si za ¢isla
p, q, T postupne ¢isla b, ¢, d, pretoZe v tomto pripade bude splnend podmienka 2). To kvdli tomu, Ze

..........

[ M T

pre pripad B). Pri dokaze moZnosti C) vyuzime fakt, ze ¢isla a, b, ¢, d si navzéjom rozne. Kedze
st rozne tak urcite plati bud be < i alebo be > i Ind moznost nemodze nastat. Ak ale plati be < i
zvolime za ¢isla p, ¢, r trojicu a, b, c. Ak naopak plati bc > i volime za trojicu p, ¢, r ¢isla b, ¢, d.
Lahko sa uz dokaze, Ze v prvom pripade je splnend podmienka 1 a v druhom pripade podmienka 2.
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RieSenia 2. série uloh zimného semestra 32. ro¢nika

1. a) Najdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel také, ze ich stcin je pétnasobkom ich stuctu.
b) Néjdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel také, Ze ich séin je pédtnasobkom ich suétu.

Opravoval: Robko Hajduk Pocet riesitelov: 38
Riesenie:

Podme po poriadku a za¢nime ¢astou a). Nech nasou dvojicou prirodzenych ¢isel su ¢isla a, b. Zo
zadania tlohy méame, Ze pre tuto dvojicu ¢isel ma platit a-b = 5(a+b). Spdsobov ako dalej pokracovat
je viacero. Uvedieme si dve z nich.

1. sposob:

Roznasobme pravi stranu a dostavame, ze a - b = ba + 5b. Teda ab — 5a — 5b = 0. Dopliime vyraz
ab — 5a — Hb na sadin.

ab—5a—-5b =0
ab—5a—5b+25 =25
(a—5)-(b—5) =25

Cislo 25 je mozné rozlozif na stéin dvoch kladnych prirodzenach éisel troma sposobmi. A to 1 - 25,
5-5 a 25- 1. Teda tloha méZze mat najviac tri rieSenia. Z prvého rozkladu dostavame a —5 = 1 a
b—>5 =25, teda a =6 ab=30.Z druhého rozkladu dostavame a — 5 =b—5 =5 a teda a = b = 10.
No a treti rozklad je rovnaky s prvym, len hodnoty a a b si opacné. Zaver z toho plynuci je, ze
existuju tri dvojice ¢isle a, b spliajtice podmienku zadania a to (6, 30), (10,10) a (30, 6).

2. sposob:

Z rovnosti a - b = 5(a + b) vidime, Ze asponi (teda nie prave) jedno z ¢isel a a b je delitelné 5. Nech
to bude ¢islo a. V tom pripade, si ¢islo a vyjadrime v tvare a = 5k, kde k € N. Upravme rovnost

a-b=>5(a+b).

5k-b = 5(5k+b)

k-b =5bk+b
h = Sk
k—1°

Cislo a je prirodzené pre fubovolnti hodnotu k. Uréme, pre ktoré hodnoty k je aj ¢islo b prirodzené.
Aby bolo b prirodzené ¢islo, musi byt & — 1 studelitelné s 5, alebo s k. Ak k —1 =1, tak k = 2 a
b =10 No a potom a = 10. V pripade, Ze k — 1 je stdelitelné s 5 je k — 1 = 5 (verim, Ze si to i sami
uvedomujete, Ze to tak je) a teda k = 6. A uz len dopocitame a dostavame a = 30 a b = 6. A kde
sa podelo tretie rieSenie? Nezabudli sme nan, stac¢i len ak b = 5k a potom posledne rieseny pripad
vyjde opacne.

Prejdime na c¢ast b). Tu sa situdcia mierne komplikuje. Mame uz tri prirodzné ¢isla, a, b a c¢. Z
rovnosti a - b - ¢ = 5(a + b+ ¢) dostavame, ze a = % Pre zjednodusenie si oznacme a > b > c.
(NasSe rieSenie tym neutrpi, nakolko vieme., Ze ak ndjdeme jednu trojicu, ktora je rieSenim tlohy, tak
aj jej permutécie st riesenim tlohy) Ak by platila rovnost, dostaneme

a-b-c=5(a+b+c) < 1ba.

Malou tpravou dostavame, ze b- ¢ < 15. Takze 5 < be < 15. NavySe, ¢ < 4 (ak ¢ = 4, potom b > 4 a
bc > 16). Takze dvojice (b, c) ktoré ostali na overenie st: (b, 1), kde b € {6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15},
(b,2), kde b € {3,4,5,6,7} a (b,3), kde b € {3,4,5}. No a dosadeni a doratanim a dostavame,
ze existuje 8 neusporiadanych trojic vyhovujicich zadaniu nasej tulohy a su to (1,6,35), (1,7,20),
(1,8,15), (1,10,11), (2,3,25), (2,4,10), (2,5,7), (3,4, 5).
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2. a) Dokazte, Ze pre vSetky k > 1 existuje k-tica prirodzenych ¢isel takych, ze ich stéin je péatna-
sobkom ich suctu.
b) Rozhodnite, pre ktoré k£ > 1 existuje k-tica navzajom roznych prirodzenych ¢isel takych, ze ich
sucin je piatnasobkom ich stactu.

Opravoval: Feri Kardos Pocet riesitelov: 22
RieSenie:

V casti a) bolo treba dokazat, Zze pre vSetky k > 1 existuje k-tica prirodzenych ¢isel takych, Ze ich
sucin je piatndsobkom ich stctu. Aby sme overili platnost tohto vyroku, stac¢i pre kazdé k > 2 néjst
aspoti jednu k-ticu s pozadovanou vlastnostou. Pre k = 2 a k = 3 sme dvojice, resp. trojice hladali
v prvej ulohe, takze staci sa zaoberat pripadom k > 4.

Oznaéme hladanych k prirodzenych ¢isel ako aq,as,. .., a,. KedZe staci najst jednu k-ticu s poza-
dovanou vlastnostou, niektoré z tychto ¢isel si moézeme zvolit. Ak polozime a; = k — 2, as = 10 a
a3 =ay = -+ = ap = 1 (spolu k — 2 jednotiek), d& sa lahko overit, Ze sG¢in tychto k ¢isel sa rovna
pitnésobku ich suctu:

al.az...ak:(k‘+8).10.1...1:10k}+80
5(a; +as+---+ap) =5k+8+ 10+ k — 2) = 5(2k + 16) = 10k + 80

Ina vhodna k-tica je podobna, a; = 5k + 20, ay = 6 a zvysnych k£ — 2 ¢isel st samé jednotky.

Tato ¢ast tlohy drviva viicsina riesitelov zvladla, za spravne rieSenie ziskali po 3 body.

V casti b) bolo treba zistit, pre ktoré k > 1 existuje k-tica navzajom rdznych prirodzenych ¢isel
takych, Ze ich st¢in je pétnasobkom ich suctu.

Pre k = 2 a k = 3 sa opit mozno odvolat na rieSenie prvej tlohy, vhodna dvojica ¢isel je napriklad
6 a 30, vhodnd trojica ¢isel je napriklad 1, 10 a 11, alebo 3, 4 a 5. Pre k = 4 sa takisto d& ndjst
Stvorica Cisel s pozadovanou vlastnostou, napriklad 1, 2, 5 a 8, alebo aj 1, 2, 3 a 30. Tym, Ze sme pre
k =2, 3 a 4 nasli (minimélne) jednu k-ticu vhodnych ¢isel, dokazali sme, ze pre k = 2, 3 a 4 existuje
taka k-tica.

Ako je to pre k > 5?7 Po vyskGsani niekolkych k-tic ¢lovek nadobudne presvedcenie, Ze pre aspoil
dé vypozorovaft, ze ¢im vicsie tie Cisla st a ¢im viac ich je, tak tym vAcsi je rozdiel medzi stucinom
a pafnasobkom suctu. Presvedcéenie alebo pozorovanie vSak nie je dokaz! Podme sa preto na tieto
tvrdenia pozriet podrobnejsie.

Zoberme najprv pre jednoduchost pripad k& = 5. Nasim cielom je ukazaft, ze pre kazdych 5 navzdjom
roznych prirodzenych cisel plati

al-ag-ag-a4-a5>5-(a1+a2+a3+a4+a5). (1)

Ak vyskusame pit najmensich prirodzenych ¢isel, tak ich stcéin je 1-2-3-4-5 = 5! = 120, ¢o je
ofividne viac, ako p#tnasobok ich sac¢tu: 5-(14+2+ 3+ 4+ 5) = 75. Len na zéklade toho, ze pre

.....
.....
.....
.....
..........

.....

Tavou a pravou stranou nerovnosti (1) narastie. A toto je kluc¢ova myslienka! Ved predsa kazdu péticu
navzajom roznych prirodzenych ¢isel vieme dostat z piitice 1, 2, 3, 4, 5 tak, Ze postupne zvicSujeme
navyse pri kazdom zvic¢Seni niektorého ¢isla o 1 sa rozdiel medzi st¢inom a pétnasobkom stcétu len
zvidsuje, nemdze sa nikdy stacin piatich navzajom réznych prirodzenych ¢isel rovnat patnasobku ich
suctu, ¢o bolo treba dokazaf.
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KedZe uz sme prigli na pointu, vieme tito myslienku zovSeobecnit pre vSetky k& > 5. Ukdzme, Ze pre
kazdych k navzajom roéznych prirodzenych c¢isel plati

ap-ag--rap >5-(ay +ag+ -+ ag). (2)

.....

..........

stCtu narastd. Preto sta¢i dokdzat nerovnost (2) pre ¢isla 1, 2, ..., k, ¢ize staci dokdzaf nerovnost

12 k>5-(14+2+-+k)

k!'>5- kk+1)
(k—1)!> w
(k—1)(k—=2)! > %-5
Je zrejmé, ze pre kK > 5 plati £ — 1 > % a tiez plati (kK — 2)! > 5, takze poslednd nerovnost je

dokézana.
Vhodné k-tica preto existuje len pre k£ = 2, 3 a 4.

Komentdr: Mnohi riesitelia objavili spravnu odpoved aj v ¢asti b), rieSenia vSak Castokrat neboli
uplné: Niektori zabudli na to, Ze ak maju dokéazat, Ze pre k = 2, 3 a 4 existuje vhodna k-tica, treba
najst aspon jednu. Viaceri sa pre k > 5 nechali uniest dojmami a tvrdenia typu ”sucin rastie rychlejsie
ako stcet” poriadne nesformulovali ani nedokazali. V tomto pripade vSak bolo treba tieto myslienky
sformulovat exaktnejsie, aby nezneli len ako zbozné priania alebo pocity, ale aby vyjadrovali presné
matematické argumenty. Verim, Ze sa z tohto malého netispechu vsetci poucime.

3. V rovine je dana priamka p a bod C, ktory na nej nelezi. Po priamke p sa pohybuje tisecka AB
pevnej dizky d.
a) Zostrojte trojuholnik ABC, ak okrem daného bodu C, priamky p a dlzky d poznate velkost
polomeru R kruznice opisanej trojuholniku ABC' b) Pre ktort polohu tsec¢ky AB ma trojuholnik
ABC najvacsi obsah?
c¢) Pre ktora polohu tsecky AB ma kruznica vpisana do trojuholnika ABC' najvic¢si polomer?
V dilohdch b) a c) treba ndjst vietky také polohy a zdovodnit, preco si to len tie a Ziadne iné.

Opravoval: Tomas Lucdivjansky Pocdet riesitelov: 37
RieSenie:

a) Méame danti priamku p, bod C, ktory na nej nelezi, dizku tsecky |AB| = d a velkost polomeru
kruznice opisanej trojuholniku R. Je zrejmé, ze keby sme poznali stred S kruznice opisanej trojuhol-
niku ABC, vedeli by sme ho uz skonstruovat. Zostrojme teda kruznicu k so stredom C' a polomerom
R. Stred S kruznice opisanej trojuholniku ABC urcite lezi na tejto kruznici. Na zéklade toho, Ze po-
zname velkost strany AB a polomer R, vzdialenost bodu S od priamky p sa da vypocitat. Ale kedze
v tomto pripade sa jednéa o konstrukéna tlohu, problémy ¢asto nastavaju s tym, ako zostrojit tsecku,
ktorej dizku vyjadruje nejaky neprijemny zlozity vyraz. Niektoré vyrazy sa sice daju skonstruovat
pomocou podobnosti trojuholnikov, vlastnosti pravouhlych trojuholnikov, a inych fint, v konstrukc-
nej ulohe by sme sa v8ak mali tymto trikom vyhnaf. V ramci rozboru mézeme objavit nejaké nové
skryté stuvislosti medzi zadanymi objektami (bodmi, priamkami, kruznicami) a tieto stivislosti potom
v konstrukcii vyuzit.

Predstavme si, ze uloha vyzerd trocha inak: Namiesto toho, Zze by bol dany bod C' a priamka p, na
ktorej maju lezat body A a B (v danej vzdialenosti d), nech st dané body A a B vo vzdialenosti
d a priamka s (s || AB), na ktorej méa lezat bod C. (Samozrejme, je dany tiez polomer R kruZznice
opisanej trojuholniku ABC'.) Skuste vyriesit tuto ulohu! Mate?
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V tomto pripade vieme jednoducho najst bod S, pretoze body A a B st dané a pozname vzdialenost
bodu S od bodov A a B. Potom bod C' lezi na kruznici so stredom S a polomerom R, a zaroven na
zadanej priamke s.

Situacia je ale trocha komplikovanejsia. Pomézme si preto pomocnym trojuholnikom, v ktorom bu-
deme imitovat vlastnosti hfadaného trojuholnika ABC'.

Zvolme si na priamke p dva Tubovolné body X a Y také, ze | XY | = d. (Tieto dva body zodpovedaju
bodom A a B.) Zostrojme kruznice ki (X, R), k2(Y, R) a ozna¢me Qa ()’ priesecniky kruznic ky a k.
(Tieto body zodpovedaji bodu S.) Nutna podmienka, aby sme ziskali bod @ je aby 2R > d, lebo
ina¢ by sa nam kruznice k; a ky vobec nepretli. V tom pripade by tloha nemala riesenie. Kedze
dopredu nevieme, ¢i uhol pri vrchole C' v trojuholniku ABC' je ostry alebo tupy, tak ak nevymyslime
ni¢ Sikovnejsie, treba brat do tivahy obidva priesecniky kruznic k; a ky. Jeden z nich je v rovnakej
polrovine uréenej priamkou p ako bod C' (vtedy je uhol pri vrchole C ostry), druhy je v opacnej
polrovine (vtedy je uhol pri vrchole C' tupy). Ak 2R = d, tak (jediny) bod @ lezi na priamke p.

Je zrejmé, Ze pre hladany stred S kruZnice opisanej trojuholniku ABC' plati |S,p| = |@, p|. A teda
na to, aby sme ziskali bod S, staci zostrojit priamky ¢ a ¢’ rovnhobezné s priamkou p, prechadzajice
bodmi @ a @'. Ak priamky ¢ a ¢’ nepretinaju kruznicu k(C, R), uloha nema rieSenie. Naopak, ak
g N k(C,R) # 0 alebo ¢ N k(C,R) # 0, tak uloha ma tolko rieSeni, kolko tam néjdeme spolu
priesecnikov. Tymto spdsobom teda vieme ziskat stred S kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Potom
uz sta¢i najst body A a B ako priese¢niky kruznice [(S, R) a priamky p.

b) S tou castou ste nemali skoro Ziadne
problémy. Pri jej rieSeni si staci uvedo- i
mit, Ze bez ohladu na to, kde na priamke 0.
p sa strana AB nachadza, je vzdialenost |
|p, C| konstantna a teda aj velkost vysky ‘
v, na stranu AB je nemenna. Ak si uve-
domime dalej, ze podla zadania je velkost |AB| pevne dand a obsah AABC' sa da vypocitat podla
vztahu %, v ktorom sa ale vyskytuju dlzky, ktoré pre Ziadnu polohu tsecky AB nemenia svoju
velkost a preto sa nemeni ani obsah AABC'. Odpoved na otazku v zadani je, Ze pre fubovolni polohu
usecky AB na priamke p je obsah AABC rovnako velky.

Cast ¢) medzi obsahom AABCS, polomerom vpisanej kruznice r a obvodom o plati vztah S = =2

A B P
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Déa sa najst bud v nejakej literattre, alebo sa da cel-
kom jednoducho dokézat vyuzitim vzorca pre obsah
trojuholnika a vlastnosti stredu kruznice vpisanej do
daného trojuholnika. KedZze podla ¢asti b) vieme, Ze
velkost obsahu S je konStantn, tak aby r bol maxi-
maélny mozny, musi byt obvod trojuholnika o ¢o mozno
najmensi.

Obvod o je rovny |AB|+ |BC|+|CA|. Ale velkost AB
sa nemenni, preto je potrebné najst, taka polohu AB,
ktora minimalizuje stcet |BC| + |C'A|. Aby sme zistili
pre aky trojuholnik by mohol byt tento sti¢et miniméalny, pokiisme sa zostrojovanim trojuholnikov
najst jeden taky.

Je vyhodne vzdy v takomto pripade vyskuSat nielen vSeobecné pripady, ale aj niektoré Specidlne
pripady. Ako napr. pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A,B alebo C, rovnoramenny
trojuholnik s |C'A| = |C'B| a podobne. Po tomto skusani sa da vidiet, ze vhodnym kandidatom na
hladany trojuholnik by mohol byt rovnoramenny AABC'. A pozrime sa teraz na to, ¢i to tak skutocne
je.

Nech teda body A a B lezia na priamke p,a nech plati |[AB| =d a |CA| = |CB|.

Trojuholnik ABC je teda rovnoramenny trojuholnik. Body X,Y nech st dva Iuboviné body leziace
na priamke p rézne od A, B s vlastnostou | XY| = d. Bez ijmy na v8eobecnosti moéZzeme predpokladat,
7e bod A lezi nalavo od bodu B a podobne aj bod X lezi nalavo vzhladom k bodu Y. Chceme teraz
ukézaft, Ze nezavisle od toho, ako zvolime body X a Y vzdy je splnend nerovnost

|CX|+|CY| > |CA| + |CB|. Nech X;

je obraz bodu X v stredovej simernosti podla P. Potom CB je taZnicou v trojuholniku CX;Y.
Zobrazme si trojuholnik C XY v stredovej simernosti podla bodu B. Potom X; — Y)Y — X, a
C' — (. Z trojuholnikovej nerovnosti pre trojuholnik C'X;C} dostavame |CX1| + | X;C1| > |CCY],
ale z vlastnosti stredovej simernosti vieme, ze |CY| = |C1X}| a |BCy| = |BC]|.

Preto plati |CX;]|+|CY| > 2|CB|. Kedze je ale zéroven splnené |CX;| = |CX| a |CB| = |CA4]|,
dostévame

1

|CX |+ |CY| > |CA|+ |CB].
A to je to nerovnost, ktort sme chceli dokazat.

4. V rovine je dana priamka p a bod C, ktory na nej nelezi. Po priamke p sa pohybuje tisecka AB
pevnej dizky d.
a) Po akej drahe sa pohybuje priesecnik vysok V' trojuholnika ABC?
b) Po akej dréhe sa pohybuje tazisko 7" trojuholnika ABC'?
¢) Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dan dlzka tsecky AB, vzdialenost bodu C' od priamky AB
a sucin dlZok taznic z vrcholov A a B.
V dlohdch a) a b) treba podrobne popisat, do ktorych bodov roviny sa moze wvaZovany bod (V,
resp. T') dostat pri pohybe tusecky AB. Nezabudnite zdovodnit, Ze si to vsetky také body, teda Ze
do ingch bodov sa uvazovany bod dostat nemaoze.

Opravoval: Marek Dernar Pocet riesitelov: 24
Riesenie:

a) V Casti a) mame zistif, po akej drahe sa pohybuje priesecnik vySok V' (ortocentrum) trojuholnika
ABC'. Kedze bod C' a priamka p st pevne dané, tak aj priamka ¢ (¢ L p, C' € q), na ktorej lezi v, je
pevne dana. Cize bod V sa musi nachiddzaf na tejto priamke ¢. Tu mnohi z vas skonéili a prehlasili,
ze bod V sa pohybuje po tejto priamke.

Ti, ktori sa nad tlohou zamysleli trosku hlbsie zistili, ze bod V' sa pohybuje iba po polpriamke, ktorej
krajny bod je ortocentrom rovnoramenného trojuholnika ABC' (to vSak treba korektne zdévodnit)
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ozna¢me si ho ako V. Cize sme zistili, Ze bod V sa moze pohybovat po polpriamke VoD (D €
pNq). Musime vSak este dokazat, ze ubovolny bod tejto polpriamky méze byt ortocentrom nejakého
trojuholnika ABC'. To ukdZeme nasledujtcim sposobom: (rieSenie podla Toméasa Kocaka)

. Zoberme si fubovolny trojuholnik XY Z. Nech X, Yy, Zy st v tomto po-
/-\ radi stredy stran Y Z, ZX, XY trojuholnika XY Z. Trojuholniky XYy 2,
X c Y a XYZ st podobné s koeficientom podobnosti % a navyse XY je rov-

nobezné s XoYy, XZ je rovnobezné s XoZy a Y Z je rovnobezné YyZ,

//XVo\ (vlastnosti strednych prie¢ok). Zostrojme teraz ortocentrum v trojuhol-
AN R 5 niku XYyZ,. Tento bod je ale totoZny so stredom kruZnice opisanej tro-
juholniku XY Z (ako vidite na obrazku, lezi na osiach stran trojuholnika

\ / XYZ).
Z s Teraz sa vratme k naSej tlohe. Zoberme si, Ze mame dané priamky p, ¢

a bod C'. Zoberme si lubovolny bod V' na priamke ¢. Zostrojme priamku

r, pricom r je rovnobeznd s p a prechadza bodom C'. Na nej zostrojime
body X a Y, pricom |XC|=|YC|=d(=|ABJ) a body X a Y nie su totozné.

Teraz ndm uz iba sta¢i urobit kruznicu k(V,|XV|) a jej prienik s
priamkou s (v osovej simernosti podla p sa priamka r zobrazi do X c Y
priamky s) ozna¢ime ako Z (vyberieme si lubovolny z bodov Z). Cize
sme zostrojili trojuholnik XY Z. Ale ked sa nad tym zamyslime, tak
XY Z je zvoleny presne tak, ze trojuholnik XyYyZ nie je nic¢ iné ako
hladany trojuholnik ABC'. Potom ndm uz nerobi problém néjst body
A, B ako prienik priamok XC a Y C' s priamkou p. Tym sme vsak
nasli trojuholnik ABC', ktorého ortocentrum je presne V. Jedinym
problémom moze byt, ¢i existuje prieseénik priamky s a kruZnice k.
Pokial by sme zvolili bod V' totozny s bodom Vj, tak z vlastnosti
rovnoramenného trojuholnika vyplyva, ze kruznica k a priamka s sa
musia dotykat. Potom vSak je zrejmé, Ze ak V' je na polpriamke VD, tak sa prlamka s a kruznica k
pretinaju v 2 bodoch, ¢ize trojuholnik ABC existuje. Ak vsak V' lezi na opacnej polpriamke k VoD,
tak priamka s je nese¢nicou kruznice k, ¢ize trojuholnik ABC' neexistuje.

Tym sme naozaj dokazali, Ze bod V sa moze dostat do kazdého bodu polpriamky VoD a taktiez, Ze
ziadny iny bod nadobudnif nemoze.

Téato uloha isla taktiez hravo riesit analyticky (dokazovanie tej druhej ¢asti by sa tym znacne zjed-
nodusilo).

Sn
i~}

A d B

b) V Casti b) mame zistif, po akej drahe sa pohybuje priesecnik
taznic T' (fazisko) trojuholnika ABC'. Oznacme si body Tp, Cp a :
S ako na obrazku (7; je pita kolmice z bodu T na priamku i
p, Cy je pita kolmice z bodu C na priamku p a S je stred |

strany AB). Potom podla vety uu o podobnosti trojuholnikov 7,

je ASCyC ~ AST,T. Kedze tazisko T' deli faznicu v pomere

1:2, tak |SC| = 3|ST|, ¢ize pomer podobnosti je 3. Potom vs§ak = ST B >
ITTy| = £|CCy|, ¢ize |T, p| = 1|C, p|. Takze tazisko Iubovolného

trojuholnika ABC' je vzdialené od priamky p presne %\C,p|, ¢o je vsSak konstantné, preto T' € ¢
(lg,p| = %|C, p|, ¢ sa nachadza v rovnakej polrovine ako C' vzhladom na priamku p).

Teraz opif takmer kazdy skonstatoval, Ze drahou bodu T je urcite celd priamka ¢. To by vSak
nemusela byt pravda (ako vidime v ¢asti a), preto eSte musime ukazat, ze k lubovolnému bodu T
priamky ¢ vieme najst vhodny trojuholnik ABC'. Ked v8ak méme bod T na ¢, tak hned vieme dostat
bod S (ako priese¢nik priamok p a TC) a mame aj body A a B (A, B € p, |AS| = |BS| = £, A nie
je totozné s B). Z podobnosti trojuholnikov opét vieme dokézat, ze |ST| = $|T'C|, &im sme overili
spravnost konstrukcie.
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Takze sme dokazali, ze bod T sa pohybuje po celej priamke ¢ a ziadny iny bod nadobudntt nemdze.
Tato tloha isla taktiez hravo riesit analyticky (dokazovanie tej druhej ¢asti by sa tym znacne zjed-
nodusilo).

¢) Mame dané |AB| = d, v. = v a suéin ¢, - t,. Oznacme si tazisko ako 7. Kedze tazisko rozdeluje
faznicu v pomere 1 : 2, tak |AT| = 2 |BT| = 2, ¢ize |AT| - |BT| = %t, - t,. Obsah trojuholnika
AT B vieme vypocitat ako

1 2
SaaTB = 5 |AT| - |BT| - sin ZATB = g “tg -ty -sin LZATB.

Podla sinusovej vety vSak méame sin ZAT B = V;—g‘ = %, kde R oznacuje polomer kruznice opisanej
trojuholniku AT'B. Potom Saarp = t“é’}‘;,'d. Obsah trojuholnika AT B taktiez vieme zistit aj pomocou

vysky v, ktord ako sme zistili v ¢asti b) je v, = %vc = v/3. Cize SAATB = %. Ked tie obsahy
polozime do rovnosti, tak dostavame, ze plati:
to-ty-d d-v
9R 6
24,1
3w

Saare =

R

2tq -ty

Kedze t, - t, aj v pozname, tak velkost R = =3

Strukéne zostrojit.
v AV 7’ t4 v .
Cize mozeme pisat postup konstrukcie:

vieme pomocou podobnosti trojuholnikov kon-

1. p
2. A,B;A,B€p,|AB|=d
3. k’l;k’l(A, R) -

S
velkost R si skonStruujeme niekde pomimo Vj\ \

N ’ p
4. k27 k2(87 R) / \\\ 5 it P\
5. SO; SO € kl N ]{ZQ \\ ///, ks
6. s;]s,p| = 30 \\\ /
7. ks ka(S, R)
8. T:T €ksns

So

9.

S; S je stred AB

10. ¢;lg,p| = v
11. C;C € STNq

Dokaz spravnosti tejto konstrukcie sme uz vlastne spravili. ESte musime viest diskusiu o moznom
pocte rieSeni. Z postupu konstrukcie vyplyva, Ze v jednej polrovine vzhladom na priamku p mozu byt
0, 1 alebo 2 riesenia (kedze s moze byt ku ks nese¢nica, doty¢nica alebo secnica). Cast ¢ obsahovalo
iba zopar vasich rieseni a nikto ju nevyriesil iplne spravne. NajcastejSou chybou bolo to, Ze z danych
tdajov ste si vypoéitali iné idaje. To by ste mohli urobif, keby ste mali ¢iselne zadané dlzky. Bohuzial
tie dlzky mozu byt zadané aj konstrukéne (ize mozete ich mat iba niekde narysované), no a potom
vypocitat nevieme nic.
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Konecéné poradie Zimného semestra 32. roc¢nika
P. Meno a priezvisko Trieda Skola, 1. 2. 3. 4.]1. 2. 3. 4. |H|CS
1. Toméas Kocak 4. A GPostKE |9 9 8 819 9 9 8|48
2. Martin Polacko Septima A | GAIlggKE |9 8 9 9|6 8 9 4|0 |77
3. Filip Sladek Sexta B GMierNO |9 9 - 8|8 9 7 41|71
4. Miroslav Baléz Oktdva |GKomeHE |9 9 9 9|6 3 6 50|68
5. Katarina Jurikova 4. F GTajoBB |9 4 9 8|9 7 5 5] 1]65
6. | Adridna Szildgyiova 4. A GPostKE |9 9 9 9|14 - 9 5| 3|63
7. Jakub Kory 4. B GMudrPO |9 8 1 919 9 7 4|2]61
8. Viktor Popovi¢ Sexta A | GMudrPO | 7 4 4 5|9 3 8 4|0 |57
9. Eduard Eiben 3. A GPostKE |9 8 - -]19 9 8 -1]0/|51
9. Tomas Rizman Septima B | GVarsZA |2 9 - 9|9 8 6 - |0]51
11. Jakub Vano 3.D GMudrPO |7 4 - 8|5 6 7 4]0/|50
12. Jakub Jursa Septima A | GAIlggKE |7 9 - 9(3 - 7 4]0]49
13. | Alexandra Kuncova | Septima A | GAlejJKE |9 4 - 8|5 6 7 - |2 |48
14. Juraj Mitro Sexta A | GMudrPO |9 4 - -9 3 9 - | 1]47
15. Jana Saskova Septima | GIlm&4jTN |9 4 2 - |7 5 9 3| 1|46
16. Jana Baranova Sexta GAIggKE |9 4 3 0|5 - 8 3|1]41
16. Nikola Spesova, 4. A GKonsPO | 7 4 - 8|4 7 7 2]0]41
18. Judita Hodasova Septima | GGrosBA |3 5 - 64 4 7 4]-6] 40
19. | Miroslav Lis¢insky | Septima B | GAlejKE |9 4 - 4|19 - 5 2 [-3| 39
19. Vladimir Novak 4. A GPostKE |7 4 8 514 - 7 -10/39
21. Petra Zibrinova 1.D GMudrPO |9 3 - -4 - 5 2|0]|37
22. Jan Hoffmann Kvinta GAlggKE |9 3 2 0|4 - 3 2]0]36
23. Jozef Jakubik 4. C GKomePE |9 4 9 9 |- - - - |1]35
23. Matas Benko 4. D GMudrPO |7 5 - 914 - 7 3|1/|35
25. Matus Stehlik Kvinta GAlgjKE |9 8 - - |4 - - -10| 34
26. Michal Paulovsky Septima | GGrésBA |7 3 1 04 4 6 1|-6| 31
27. | Andrea Gorcsosova Sexta GAlgjKE |7 4 1 3 - 5 210129
28. Katarina Povolna Oktava GAlgKE | - - - -9 3 8 5] 1]28
28. Lucia Fabisikova 3. E GPostKE |0 5 3 2|5 3 2 3|0/ 28
30. Monika Valkova Sexta GAlgjKE |9 4 - -2 - 5 -]01]26
30. Viera Donicova Oktava A | GTr12KE |3 4 1 0|7 4 3 2|01 26
32. Déavid Strbka Oktava GGrosBA | - - - -19 3 6 3|0]|24
32. Bibiana Kucerova Kvinta GAlggKE (9 3 3 O0|- - - -10|24
34. Michal Petrucha 4. AF GMetoBA |7 - - - 14 - 7 20|22
35. | Gabriela Brndiarovda | Sexta B | GOkruZV |2 4 3 0|2 - 4 1]0]| 21
36. Jakub Ivanecky Septima B | GAlejKE |7 3 2 4 |- - - - 1-3]19
36. | Michaela Mokcsayova | Oktava A | GDaxnVT | - - - - |8 2 5 21019
38. | Marian Dobransky 3. E GPostKE | - 4 -4 - 6 2018
39. Milan Bartos 3. A GPostKE |4 5 - 0|- - 5 2|10/ 16
39. Jakub Hvizdos 3. A GPoStKE | - - - -3 4 6 - |0/ 16
41. Ladislav Hovan 1. A GExndKE |3 4 3 -|- - - -]|10| 14
42. Tomas Kuzma Septima A | GAlgjKE | - - - -4 - - 4]0 8
43. Déavid Vendel 3. A GPostKE | 7 - - - - - -0 7
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P. | Meno a priezvisko | Trieda Skola 1. 2. 3. 4.]1. 2. 3. 4. |H|CS
44. | Katarina Zubnarova | 4. F | GTajoBB |3 3 - - - -101] 6
44. | Lucia Kazimirova 3.A | GMudrPO |- - - -1 - 5 -10]| 6
44, Daniel Till 9A | ZAngeKE | - 3 - - |- - - -]10] 6
47. Juraj Milcak 4.A | GPukKE | - - - 0|- - - -]10] 0

Pohar konstruktérov Zimného semestra 32. ro¢nika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GAlgjKE Gymnazium Alejova 1 041 49 Kosice 13 | 458
2. | GPostKE Gymnézium Postova 9 042 52 Kosice 9 323
3. | GMudrPO | Gymnéazium J. A. Raymana Mudromniova 20 080 01 Presov 7 293
4. | GGrosBA Gymnézium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 3 95
5. | GMierNO | Gymnéazium A. Bernolaka Mieru 307/23 029 01 Namestovo | 1 71
5. | GTajoBB Gymnézium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 71
7. | GKomeHE | Gymnaz. gen. L. Svobodu Komenského 4 066 51 Humenné | 1 68
8. | GVarsZA Gymnéazium Varsavska cesta 1 010 08 Zilina - Vl¢ince 1 51
9. | GlmajTN Gymnézium 1. méja 2 911 01 Trencin 1 46
10. | GKonsPO Gymnéazium Konstantinova 2 080 01 Presov 1 41
11. | GKomePE Gymnazium Komenského 2/1074 958 01 Partizanske 1 35
12. | GTr12KE Gymnézium Trebisovska 12 040 11 Kosice 1 26
13. | GMetoBA Gymnéazium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 22
14. | GOkruzZVvV Gymnéazium Okruzné 2469 960 01 Zvolen 1 21
15. | GDaxnVT Gymnazium Dr. Daxnera 88 093 13 Vranov nad Toplou 1 19
16. | GExndKE Gymnézium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 14
17. | ZAngeKE Zéakladna skola Park Angelinum 8 040 01 Kosice 1 6
18. | GPuskKE Evanjelické gymnazium Puskinova 3 040 01 Kosice 1 0

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Copycentrum Pergamon s.r.o.
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