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Ahojte Stromdct,

daco tu piSem na tuvod, ktory bude tplne iny, ale proste nechcem, aby to vyzeralo tak prazdno. To
znamena, ze kazdy komu sa tento uvod zda katastrofalny nech vymysli nejaky iny a posle ho. A inak
nezabudajte hladaf a posielat priklady na matboj!!! Vasi STROMisti

Potrénuj si svoj odhad

Urcite ste zvedavi, ako vznikali obrazky. Na prvom obrazku bolo vygenerovanych 714 bodiek pomocou
dvojrozmerného norméalneho rozdelenia s vynechavanim tych bodov, ktoré su ”prilis blizko” k uz
nejakym vygenerovanym. Druhy obrazok zodpoveda Lissajousovej krivke s parametrami a = 5,b =7
a krivka ma dlzku 36,4683. Treti obrazok je len generovany z rovhomerného rozdelenia na tvorci so
zamietanim tjch bodov, ktoré spliiaj urc¢iti pomerne komplikovant nerovnost. (Ak nerozumiete vela
pojmom z poslednych viet, tak to je v poriadku. Ak pojdete na vysokt $kolu Studovat matematiku,
tak vAm to prezradia.)
Do nasej posty nam prislo od véas 7 tipov. Chybu Vasich odhadov sme vypoéitali podla ¢arovne;
formulky

Chyba = [logs ()| + [loga (2 )| + [logs (= )|

ny 1o n3

kde ny, ng, n3 st Vase odhady a nj, n3, nj st skutocné hodnoty. Uznavame, Ze je to skareda formulka,
ale skuste sa zamysliet, preco je celkom vhodna. Po naro¢nych poc¢toch sme nakoniec dospeli k
vysledkom: 1. Pepa T. - 0,21; 2. Kristina F. - 1,24; 3. Marek K. - 1,25; 4. Monika Z. - 1.29; 5. Mato
B.-1,38; 6. Ada G. - 1,79; 7. Janka B. - 1,99. Pepovi blahoZeldme a ¢aka ho u nés sladka odmena.
Dakujeme vSetkym, ktori sa zacastnili!

Novad siutaz

V dnesnej stutazi sme si pre Vas pripravili trosku nematematick tilohu. Mozno ste uz poculi niekedy
o palindromoch. St to také ¢isla, ktoré sa ¢itaja spredu aj odzadu rovnako, napr.16761 je palindrom.
My od vés nechceme, aby ste nasli ¢o najviac takych ¢isel (to by bolo trosku lahké), ale ¢o najviac

takych anglickych slov, ktoré sa ¢itaju spredu i odzadu rovnako, napr. madam. Vase rieSenia nam
posielajte spolu s druhou sériou. Tesime sa na Vasu vynaliezavost!

Riesenia 3. série uloh letného semestra 33. ro¢nika

1. Vlada a Tomasa jedného dria prestalo bavit Studovat matematiku a tak sa rozhodli Ze ako spravni
spolubyvajuci sa prestahuji niekam, kde je Cisty vzduch a kde nie st Ziadne problémy. Preto sa
dohodli, Ze si ktpia pozemok. Stidium matematiky v nich ale zanechalo hlboké stopy. Kupili si
pozemok v tvare tetivového $tvoruholnika. Po bratsky si chceli rozdelif pozemok na dve polovice
s rovnakym obvodom a obsahom. Vypoditali si, Ze musia zapichnit kél do jednej strany Stvor-
uholnika a spojit ho s protilahlym vrcholom (st dva, vyberte si jeden :-). Ukéazte, ze ak takto
ziskali dva pozemky s rovnakym obvodom a obsahom, potom musia mat dve strany povodného
pozemku rovnaka dlzku.

Opravovali: Katarina Povolna a Tomas Ludéivjansky Pocet riesitelov: 23
RieSenie:

Pozrime sa najprv na to, ¢o ndm hovori zadanie a ak( tlohu mame vlastne riesit. Mame dany te-
tivovy stvoruholnik ABC'D a vieme, ze niekde na jeho obvode sa nachadza bod F, ktory deli dany
stvoruholnik ABC'D na dve ¢asti s rovhakym obsahom aj obvodom. MoZeme predpokladat, Zze bod E
lezi na strane AB. Tuto situécia vieme dosiahnut vzdy vhodnym oznacenim vrcholov Stvoruholnika

ABCD.
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Ozna¢éme si dlzky stran Stvoruholnika ABCD po- ¢
stupne a, b, ¢, d, dllzku |[AE| = v a |CE| = f. Potom D
je zrejmé, ze |BE| = a — x. KedZze obvod trojuhol-

nika £BC mé byt rovnaky ako obvod stvoruholnika

AECD musi platit, ze 4+ f+c+d=a—x+ b+ f,

z ¢oho po kratkej iprave vieme ziskat vyraz pre x.

Dostaneme, ze x = 2tb_c=d (¥),

Pozrime sa teraz na to, ¢o vieme zistit z rovnosti

obsahov stvoruholnika AEC'D a trojuholnika FBC'.

Je zrejmé, ze obsah stvoruholnika ABC'D vieme vy-

jadrit ako Sapcp = Sagcp + Sepc a zaroven pre A

ten isty obsah plati Sapcp = Sapc + Sapc. Kedze

Saecp = Sepe (vyplyva to zo zadania), tak Sapcp =

25gpc. Oznacme si ZABC = 3 a ZADC = - Po-
tom SEBC _ (af:z)Qbsmﬁ a SADC + SABC — dchln'y +

@. Do tohto okamihu sme este vobec nevyuzili

informéaciu o tom, Ze Stvoruholnik ABCD je teti-

vovy. To je taky Stvoruholnik, ktorému sa d& opisat kruznica. Takéto Stvoruholniky sa vyznacuju
jednou peknou vlastnostou a sice, Zze je v nich sucet uhlov pri protilahlych vrcholoch vzdy rovny
180°. V nasom oznaceni to znamend, ze § + v = 180° a teda v = 180° — (3. Na zaklade definicie
funkcie sinus sa jednoduchym sposobom dé ukazat, ze sin(180° — 3) = sin f3.

Po dosadeni do rovnosti 2S5gpc = Sapc + Sapc vyrazy pre obsahy jednotlivych trojuholnikov dosta-
neme rovnicu cd sin + absin 5 = 2(a — x)bsin 3. Mozeme teraz predelit tito rovnicu vyrazom sin 57
Mohli by sme v tom pripade, ak by sin 3 # 0. My ale vieme, ze to plati, pretoze ak by sin = 0
tak nutne § = 0 a ABC'D by nebol vébec stvoruholnikom. Po predeleni spominanej rovnice sin
dostaneme rovnicu cd+ab = 2(a—x)b a do nej dosadime vyraz pre x z (*). Po kratkej iprave zistime,
Ze strany Stvoruholnika ABCD musia spliiaf rovnost (d — b)(c — b) = 0, ¢o je mozné len v pripade,

7e d = b alebo b = c. CBTD (Co Bolo Treba Dokazat)

Komentdr: Uloha nebola zloZit4, o ¢om hovori aj percento tspesnosti. Stacilo prist len na spravne
vyjadrenie obsahov a trochu sa pohrat s rovnicami. Mame len jedini pripomienku a to, ze ked delite
nejakd rovnicu danym vyrazom, mali by ste zdovodnit, pre¢o tento vyraz nie je rovny nule. Nulou
predsa delit nemdzeme. Relativne u mélo z vas sme nasli toto zdévodnenie. Ale Ziaden strach bodiky
zatial za to dole nesli. Len vas chceme na tito chybu upozornit a dévajte si na 1iu v budiicnosti
pozor!

2. Marek dostal na narodeniny sadu ,skoro eurokalkulaciek®. ,Skoro eurokalkulacky* vedeli robit
len jednu vec. Zadas éislo, stlacis velké okrihle tlac¢idlo a kalkulacka ti ukéZze nejaké ¢islo. Marek
sa chvilu hral a zistil ako funguji. Na zadnej strane kazdej eurokalkulacky je napisany nejaky
polyndém s celoc¢iselnymi koeficientami. Vsetko, ¢o robila kalkulacka nebolo ni¢ iné ako to, ze ¢islo
dosadila do polynému. Navyse si Marek v navode precital, ze kazda eurokalkulacka pri zadani
¢isla 5 ukaze ¢islo 2005, tzv. ,eurokuzlo“. Marek si tieto kalkulacky oblubil a tak skusal, aké
vysledky dostane, ked vyskaSa aj iné ¢isla. Nepacilo sa mu ale, Ze ked zadal ¢isla 30 alebo 2005
do kalkulacky, nikdy nedostal druhtt mocninu celého ¢isla. Povedal si ale, Ze to bude urcite len
preto, ze ma malo kalkulaciek a tak si opytal nové ,skoro eurokalkulacky“ aj na meniny.

a) Je mozné, aby dostal aj taki, ktord mu ukaze druhtt mocninu prirodzeného disla, ak zada
¢islo 307

b) Je mozné, aby dostal aj takt, ktord mu ukdze druht mocninu prirodzeného éisla, ak zada
¢islo 20057
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Opravovali: Gabriela Vozarikova a Tomas Lucdivjansky Pocet riesitelov: 20
RieSenie:

a) V zadani ulohy nebola ziadna informécia o stupni polynémov, preto uvazujme vseobecny polyném
P(z) = apz" + a, 12" ' + - -+ a1z + ag. Zo zadania vieme, ze P(5) = 2005 pre [ubovolny polyném
P. Ulohou je zistit, ¢ existuje eurokalkulacka s takym polynémom, aby P(30) = ¢? (c je prirodzené
¢islo). Sktisme si P(30) vyjadrif pomocou P(5), teda P(30) = a,,30™ +a,, 130" + -+ a;30 + ap =
P(5) + an (30" — 5") + -+ + a1 (30 — 5) = 2005 + @, (30" — 5") + « - + a, (30 — 5). Kazd{ z tychto
s¢itancov okrem prvého (¢isla 2005) je delitelny ¢islom 25, lebo 25 deli 30* — 5% pre x = 1,2,...,n
(vyplyva to zo vzoréeka a™ — b" = (a —b).(a" ' +a" " 2b+ -+ -+ ab" 2 + "), ktory plati pre vsetky
prirodzené ¢isla n, v nagom pripade 30" — 5" = 25(30" ! + 307725+ - - - +30.5" 2 4 5""1), pricom je
potrebné si uvedomit, ze vyraz v zatvorke je stictom celych ¢isel, teda aj vyraz v zatvorke je celé ¢islo,
a koeficienty v polynéme st tiez celé ¢isla, teda 25 deli a,(30™ — 5")). Teda P(30) = 2005 + 25.0 =
25.(1+80)+5 = 5.(5.(l+80) + 1), pricom [ je celé ¢islo, teda 25 nedeli P(30), ale 5 deli P(30). Teraz
predpokladajme, ze P(30) je druhou mocninou prirodzeného éisla, vieme, Ze je delitelné 5 (prvocislo),
potom ale musi byt aj delitelné ¢islom 25, kde dostavame spor, lebo sme ukézali Ze pre ITubovolny
eurokalkulackovy polyném 25 nedeli P(30). Teda neexistuje taka eurokalkulacka, aby po natukani
25 nam vyhodila druhtt mocninu prirodzeného c¢isla.

b) Postupujeme podobne ako po a). V tomto pripade vyuzijeme, ze 2000 deli 2005™ — 5™ a 25 deli
2000, teda aj 25 deli 2005™ — 5™, no 25 nedeli 2005, teda 25 nedeli P(2005), hoci 5 deli P(2005).
Iny postup: Rozanalyzujme P(5), v fiom kazdy ¢len a,5" (pre n prirodzené) je delitelny ¢islom 5,
potom ale aj ap musi byt delitelné 5, lebo 5 deli P(5) = 2005, dalej plati, ze kazdy ¢len a,5" pre
n > 2 je delitelny ¢islom 25, no 25 nedeli P(5) = 2005, teda 25 nemdze delif ani a;.5 + ag. Uvazujme
teraz P(30), kazdy ¢len je delitelny 5 (o ay sme si ukazali, Ze je delitelné ¢islom 5 a koeficinety su
celé ¢isla), teda 5 deli P(30), dalej kazdy ¢len a,,.30" = a,.5".6™ pre n > 2 je delitelny ¢islom 25,
teda na to, aby P(30) bolo delitelné ¢islom 25 (nutnd podmienka aby P(30) bolo druhou mocninou)
je nutné aby aj 25 delilo a;.30 + ag, ;.30 + ag = 25.a; + 5a; + ag, teda muselo by platit 25 deli
baj + ag, ¢o je vSak spor s tym, ze 25 nemoze delit a;.5 + ag, aby 25 nedelilo P(5). Podobne pri b)
2005.(11 + ag = 2580(11 + 5.(11 + ag-

.....

Niektorym vsak spdsobovala problém praca so vSeobecnym polynémom, stracali sa v oznaceniach,
tato tloha si mozno vyzadovala viicsiu doslednost.

3. Feri je milovnikom ¢okolddovej a vanilkovej zmrzliny. Kazdy deii si (ndhodne) vyberie jednu
z nich a dé si ju ako zdkusok po obede. Katka sa rozhodla, Ze si bude viest zdznamy o tejto
Ferkovej tchylke. Poc¢as prvych dvoch tyzdiiov v roku 2008 zistila, ze Feri zjedol 10 ¢okoladovych
a 4 vanilkové zmrzliny. Po imornom roku zapisovania prisla na to, ze v roku 2008 zjedol Feri 244
cokoladdovych a 122 vanilkovych zmrzlin.

a) Ukazte, ze existuje 7 dni po sebe pocas prvych dvoch tyziiov Katkinho zapisovania, pocas
ktorych Feri zjedol prave 2 vanilkové zmrzliny.

b) Ukézte, Zze existuje 183 dni po sebe v roku 2008, ked Feri zjedol presne 122 ¢okoladovych
zmrzlin.

Opravovali: Veronika Kopcova a Marek Dernar Pocet riesitelov: 30
RieSenie:

a) Za prvé dva tyzdne, teda za 14, dni zjedol Feri 10 ¢okolddovych a 4 vanilkové zmrzliny. Kedze
mame dokézat, ze za 7 dni zjedol prave dve vanilkové zmrzliny, bolo by dobré, rozdelit si 14 dni, teda
2 tyzdne na polovicu, teda 7 a 7 dni. Mame teraz 2 tyZzdne a k nim 3 moznosti ako mohol Feri jest
vanilkové zmrzliny:

1. Zjedol prave 2 v prvom tyzdni a prave 2 v druhom tyzdni.

2. V prvom tyzdni zjedol viac ako 2 zmrzliny a v druhom mene;j.
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3. V prvom tyzdni zjedol menej ako 2 zmrzliny a v druhom viac.

V prvom pripade je uz podmienka, dand v zadani splnené, pretoze pocas prvych 7 dni zjedol prave
2 vanilkové zmrzliny a aj pocas poslednych 7 dni zjedol prave 2 vanilkové zmrzliny. A teda existuje
taky interval 7 dni, pocas ktorych zjedol prave 2 vanilkové a st aspon 2. Druhy a treti pripad st
symetrické, a teda staci dokazat jeden z nich. Vezmime si napriklad moznost, ked zjedol v prvy tyzden
menej a druhy viac ako 2 vanilkové zmrzliny. Potrebujeme rozobrat vSetky mozné sedmice dni, a preto
si potrebujeme néjst systém, podla ktorého budeme vediet rozhodnit o pocte jednotlivych zmrzlin.
Potrebujeme zistit, ako sa zmeni pocet vanilkovych zmrzlin pri prechode z jednej sedmice dni do
druhe;j:

1. Ak v prvy den zjedol vanilkova a v 6smy tiez vanilkovt, tak sa celkovy pocet vanilkovych zmrzlin
nezmeni.

2. Ak v prvy den zjedol ¢okoladovi a v 6smy tiez cokoladovi, tak sa celkovy pocet vanilkovych
zmrzlin nezmeni.

3. Ak v prvy den zjedol vanilkovi a v 6smy c¢okoladovi, tak sa celkovy pocet vanilkovych zmrzlin
zmensil o 1.

4. Ak v prvy den zjedol ¢okolddovi a v 6smy vanilkovi, tak sa celkovy pocet vanilkovych zmrzlin
zvacsil o 1.

Teda vieme, ze po kazdom posunuti sa pocet vanilkovych zmrzlin zmeni o 0, 1, -1. Mame pripad,
ked v prvom tyZdni zjedol menej a v druhom viac ako 2 vanilkové zmrzliny, takZe sa potrebujeme
postupnym prestuvanim dostat z ¢isla mensieho ako 2 na ¢islo vadsie ako 2, a to prave tymito troma
sposobmi (posunutim o 0, 1, -1). KedZe sa zmrzliny posivaji maximélne o 1 a medzi ¢islom mensim
ako 2 a vacsim ako 2 je urcite ¢islo 2, tak pocet vanilkovych zmrzlin urcite niekedy nadobtidne
hodnotu 2. A to sme mali dokazat.

b) Rok 2008 bol priestupnym rokom, teda pocet dni bol 366. Toto ¢asové obdobie si znovu ako
predtym rozdelime na dve polovice, ¢o je 183 a 183 dni. Mame dokézat, Ze existuje 183 dni, pocas
ktorych zjedol Feri prave 122 ¢okolddovych zmrzlin. Tak ako v moznosti a), mame 3 moznosti, ako
mohol Feri jest ¢okoladové zmrzliny:

1. Zjedol prave 122 v prvej polovici dni a prave 122 v druhej polovici dni.

2. V prvej polovici zjedol viac ako 122 zmrzlin a v druhej mene;j.

3. V prvej polovici zjedol menej ako 122 zmrzlin a v druhej viac.

Prva moznost je uz dokdzana, tak ako v a). A pre druhi a tretiu moznost platia tie isté podmienky
ako v Casti a). Znovu plati, Ze pri postvani z jednej ¢asti 183 dni do nasledujtcej, sa pocet zmrzlin
zmeni maximéalne o 1. Ked mame v prvej polovici menej ako 122 zmrzlin a v druhej viac, tak sa
postupnym presivanim dostavame z C¢isla mensieho ako 122 na c¢islo vicsie ako 122 a pri presune o
maximéalne 1 urcite prejdeme aj cez cislo 122. Teda existuje 183 dni po sebe, kedy Feri zjedol prave
122 ¢okoladovych zmrzlin.

Komentdr: Zovseobecnenim c¢asti a) a b) je tvrdenie: Nech Feri zjedol pocas 2n dni 2k nejakych
zmrzlin (pricom n a k su prirodzené ¢isla). Potom existuje n po sebe iducich dni, pocas ktorych
zjedol prave k danych zmrzlin. Skuste si toto tvrdenie sami dokazat.

4. David rad vystrihuje rozne utvary z papiera. Nedavno nasiel stary papier na ktorom bola troj-
uholnikova siet, pri¢om sa skladala z trojuholnikov so stranami dizky 1. Papier bol dost velky
na to, aby David vedel vystrihnat akykolvek ttvar a navySe strihal len po ¢iarach. Vystrihnuté
utvary nemusia byt konvexné.

a) Aky najmensi obsah moze mat vystrihnuty mnohouholnik s obvodom 20097 Najdite priklad
a ukazte, ze ziaden iny nema mensi obsah.

b) Musi byt ten mnohouholnik, ktory méa spomedzi vsetkych ttvarov s obvodom 2009 najvacsi
obsah, konvexny?

c) Aky najvicsi obsah moze mat vystrihnuty mnohouholnik s obvodom 20097 Néjdite priklad a

.....
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Opravovali: Jakub Sedlak a Feri Kardos Pocet riesitelov: 28
RieSenie:

a) V tejto Casti mame zistit aky je minimalny mozny obsah utvaru vystrihnutého z trojuholnikovej
siete s obvodom 2009. Podme sa na problém pozriet trochu vSeobecnejsie. Uvazujme, ako moze
vobec vysledny ttvar vyzerat. Ako mnohi riesitelia podotkli, aby sme skupinu trojuholnikov mohli
pokladat za hladany Gtvar, musi byt kazdy z trojuholnikov spojeny s jeho susedom aspon jednou
jeho stranou. Skiisme sa na tvorbu nasho utvaru pozriet nie ako na vystrihovanie z velkej plochy, ale
zliepanie trojuholnikov od prvého az po posledny postupne, ¢oho vysledok je ekvivalentny s vysledkom
vystrihania. Podme teda uvazovat: Co sa deje s obvodom a obsahom pridévanim (priliepanim) novych
trojuholnikov? Prvy mé obsah 1 a obvod 3, k nemu ked stranou prilepime dal$i, obsah sa samozrejme
zvysi o 1, teda na 2 a obvod sa zvysi na 4. To je sposobené zakrytim jednej strany, ktora bola pévodne
na obvode a pridanim dalsich dvoch na obvod. Teda zvySenie o 1. Ak pripojime dalsi trojuholnik k
Tubovolnej strane itvaru, obsah sa zvysi prirodzene o 1 a treti trojuholnik znova odoberie jednu stranu
z obvodu a dve nové k nemu pripoji, ¢o znova znamena zvysenie o 1. Toto zvySenie je sposobené
pripojenim nového trojuholnika k préave jednej strane trojuholnika z ttvaru. No moze sa staf, Ze
trojuholnik sa naraz pripoji k dvom trojuholnikom uz v tutavre. Vtedy vidime, ze novy trojuholnik
ubral dve strany z povodného obvodu a do nového pridal len jednu, ¢o vo vysledku robi zmensenie
obvodu o 1. Existuje vSak eSte aj tretia moznost a to takd, Ze novy trojuholnik sa pripoji naraz k
trom trojuholnikom, ktoré st u» v ttvare a tym neprispeje ziadnou stranou k novému obvodu a len
uberie tri strany zo starého, ¢o vo vysledku spdsobi zmensenie obvodu o 3.

Takto sme si rozobrali vSetky moznosti, ¢o sa modze stat s obvodom pridanim nového trojuholnika k
utvaru. Je to teda zvicSenie o 1, zmensenie o 1, alebo zmensenie o 3. A samozrejme, Ze obsah sa s
kazdym novym trojuholnikom zvicsuje o 1.

Ak teda chcem dostat atvar s obvodom 2009 a obsahom minimélnym, takkedZe obsah stipa kon-
Stantne a vieme ovplyvnit len zmenu obvodu, budeme sa teda snazit o ¢o najviicsi rast obvodu. A z
predoslého rozboru vyplyva, Ze obvod vieme menif o najviac +1 na kazdy novy trojuholnik. Utvar
s obvodom 2009 a minimélnym obsahom teda vieme dostat pripojenim 2006 trojuholnikov k tomu
Jediné pravidlo, ktoré teda pri tvorbe ttvaru s minimalnym obsahom musime dodrZiavat je pripajat
kazdy novy trojuholnik k prave jednej strane trojuholnikov, ktoré st uz v utvare. Najjednoduchsim
prikladom mo»e byt teda u vas obltibeny lichobeznik so stranami 1004, 1, 1003 a 1.

b) Ako riesitel vyslovim hypotézu, Ze ak ma mat dtvar s konstantym obvodom maximéalny obsah,
tak musi byt konvexny. Tuto hypotézu teraz treba dokazat. PouZijem dokaz sporom:
Predpokladajme teda, ze Gtvar s konStantym obvodom = 0, ma maximalny mozny obsah a je nekon-
vexny. Ak je nekonvexny, znamena to, ze niekde na jeho obvode sa vyskytuje aspon 1 vrchol:

1. taky, ze vnutorny uhol pri tiom je 300 stuptiov (vonkajsi je 60). Takéto miesto vieme doplnit
a druhy pripojime k prvému. Prvy zmensuje obvod o 1 a druhy ho naopak o 1 zvicsuje, ¢o
znamena, ze obvod sa pridanim tychto dvoch trojuholnikov nezmeni. Obvod sme teda nezmenili

.....

obsah.

2. taky, ze vnatorny uhol pri fiom je 240 stupiiov (vonkajsi je 120). Na takéto miesto vieme takisto
prilepit dva trojuholniky (pozri obrazok). Cim sme znova obvod nezmenili a obsah zvysli o 2, ¢o
je znova spor s tvrdenim, ze povodny utvar mal najvicsi mozny obsah, ¢o je dokazom bez ohladu
na to, ¢i novovzniknuty utvar je konvexny, alebo nie. NavySe ale z toho mame, Ze akykolvek
nekonvexny utvar s danym obvodom o vieme opakovanim postupu v ddkaze doplnit na konvexny
je, Ze nas postup vyplilovania nekonvexnost-tvornych Strbin popisany v dokaze predpoklada,
ze na mieste, kam ideme $trbinu vyplnit je miesto (nieje tam ind ¢ast utvaru). Treba teda
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eSte popisat, ¢o sa deje, ak nastane takyto pripad. Nasa doplnend dvojica trojuholnikov sa
aspoll jednym svojim vrcholom spoji s ostatnou astou utvaru, ¢im sa ta cast, ktord tymto
¢inom vytvorila akusi laginu dé vyplnit dal§imi trojuholnikmi, ¢im sa pévodny obvod znacne
zmensuje a obsah naopak zvicsuje. Obsah sa teda pre nas dokaz pozitivne zviacsil, no my
chceme aby obvod nebol mensi, ale rovnaky, ako v pévodnom nekonvexnom utvare (tidajne s
najvicsim obsahom). NS novovzniknuty obvod vieme rozsirif spésobom popisanym v casti a)
teda pridanim novych trojuholnikov tak, ze kazdy novopridany je spojeny s ttvarom len prave
jednou svojou stranou.

Teraz je uz dokaz kompletny. Situaciu sme si rozdelili na vSetky moznosti a o kazdej sme ukazali, ze v
nej akykolvek nekonvexny ttvar s istym obvodom vieme popisanym postupom rozsirit na konvexny
obvodom o ma maximalny obsah, ak je konvexny.

c) V casti b) sme teda zistili, Ze na$ hladany ttvar bude urcite konvexny. Z b) tiez vyplyva, Ze
ak vieme presunutim nejakych trojuholnikov (tak, Ze zachovdme obvod aj obsah) vytvorit v ttvare
nekonvexny uhol, tak, vieme tento utvar zvicsit o koneény pocet trojuholnikov, ktory mé rovnaky ob-
vod. Konvexné Gtvary v rovnostranno-trojuholnikovej sieti st trojuholnik, stvoruholnik, piatuholnik a
Sestuholnik. Podme sa poziet, ktory z nich mé pri konstantom obvode maximalny obsah. Pozrieme sa
najprv na trojuholnik. Evidentne je to rovnostranny trojuholnik. VSimnime si, ze v kazdom trojuhol-
niku so stranou viicSou ako 1, vieme presuntt trojuholnic¢ek tvoriaci vrchol na niektora so zvysnych
2 stran, ¢o nezmeni ani obvod, ani obsah. Vytvori nam to vSak jedno alebo dve nekonvexné miesta,
trojuholnik urcite nieje Gtvar s maximalnym moznym obsah pri konstantnom obvode.

V stvoruholniku a pafuholniku sa takisto nachddza aspoii jeden trojuholnicek pri vrchole, ktory tvory
ostry (60-stuptiovy) vnttorny uhol. Tento trojuholnicek vieme znova presuntt na jednu so stran, ¢o
vytvara nekonvexnost a teda nieje itvarom s maximéalnym moznym obsahom pri kon§tantom obvode.
Tymto sme ukazali, Ze itvar s maximalnym moznym obsahom pri istom obvode je urcite konvexny
Sestuholnik. Konvexnych 6-uholnikov pre konkrétny obvod urobif netrekom. VSimnime si vSak, ak
st dlzky stran tohto 6-uholnika privelmi rozdielne, tak podobne, ako sme pri 3,4 a 5-uholniku presi-
vali trojuholnik pri ostrom vntitornom uhle, tak moéZzeme pri 6-uholniku s dost rozdielnymi dizkami
stran presunif cely pas (rovnoramenny lichobeznik s ramenami dlzky 1) trojuholnickov pri najkratsej
strane na stranu najdlhsiu (nemeni to ani obsah ani obvod), ¢o znova vytvori nekonvexné miesto v
danom tutvare a tym vieme, Ze to nie je ten spravny utvar. Postupom popisanym v predoslom odseku
vieme Utvarom zvicSovat obsah a nemenit obvod. Dokedy to vSak pdjde? Postup je, Ze obvodové
pasy kratsich stréan pridavame k dlh§im. A ak ich priddme k najdlhs$im, tak vieme pridat najviac
stale k sebe priblizuju. Tento postup uz nebude mozné opakovat, ked sa presunutim lichobeznika
kratSej strany k dlhsej uz ni¢ nezmeni. Podme teda zistif, kedy to je. Simnime si, Ze samotnym odo-
branim lichobeznikového pasu z najkratSej strany sa dlzka tejto strany zvidSila o 1 no zaroveii sa
dlzky dvoch susednjch zmensili o 1. So zvy$nymi troma nesusednymi stranami sa nestalo ni¢. Az
pridanim pasuk dlhsej strane sa tato zvicsila o 1. Preto sa obvod nezmenil. Znamena to, ale, Ze je
rozdiel, ¢i odstrihnuty pas prilepime k su ednej, alebo nesusednej strane. VSimnime si, ze ak bude
nesusednd strana (vzhladom k tej najkratsej, ktorej ideme odstrihni pas) vicsia len o 1, tak prilepe-
nim pasu k nej, sa sitdcia vobec nezmeni. Ak je ale dlhsia (nesusednd) strana vicsia o aspon 2, tak
na nej vznikne nekonvexné miesto, ktoré vieme doplnif na konvexné aspon dvoma trojuholnickami.
dvoch nesusednych stran najviac 1. Ako je to ale so susednymi stranami? KedZe sa susedné strana
odrezanim pruhu zmensi o 1 (o 1 sa pribliZi tej najkratsej), tak na to, aby prilepenim pruhu vznikla
nekonvexnost musia sa ich dizky ligit taktiez aspoii o 1 po odrezani. TakZe o aspoil 2 pred odrezanim.

.....
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najvicsi obsah pri konstantom obvode. Obmena tejto vety je, ze kazdy atvar, ktory mé rozdiel kaz-
dych dvoch nesusednych stran najviac 1 a rozdiel kazdych dvoch susednych stran najviac 2 ma pri
konstantom obvode maximéalny mo»ny obsah.

Zostava uz teda len najst 6-uholnik spliajici tieto podmienky, ktor§ mé obvod 2009. Bez ujmy
na vSeobecnosti si ozna¢me najkrat$iu stranu (taka od ktorej neexistuje kratsia) ako n. Potom
2009 = (n)+ (n+z1)+ (n+x2) + (n+x3)+ (n+24) + (n+x5), priCom x; + xo + 3+ x4 + x5 musi byt
6k + 5 (k je celé ¢islo), aby tento sucet dal obvod 2009 a zaroveri plati, Ze najviac 2 z tychto stran
(susedné k n) su vicsie najviac o 2 a zvy$né 3 najviac o 1. 1 + 22 + 3 + x4 + x5 je teda najviac
7 a kedZe to ma byt 6k + 5, tak je to prave 5. Moznosti ako dostat su¢tom piatich ¢isel 5 (pricom 2
z nich st najviac 2 a zvysné najviac 1) su (0,0,1,2,2), (0,1,1,1,2) a (1,1,1,1,1). Jednoduchou skiskou
(napriklad pre n = 1) zistime, Ze 6-uholik s dlzkami ako je st v prvej a tretej moznosti neexistuje
a teda hladany 6-uholnik mé dizky stran (n,n,n +1,n+ 1,n + 1,n 4+ 2). n je teda 334 a strany si
334,334,335,335,335,336 a umiestnenie je také, ze 334-ky zvieraji medzi sebou 336-ku a 335-ky su
zvysné 3. Nasli sme teda tatvar s obvodom 2009 a maximalnym moznym obsahom. Treba uz len dany
obsah vy¢islit.

Mbzeme si v8imnut, Ze nas utvar je ako keby pravidelny 6-uholnik so stranou dlhou 335, ktory ma
odrezany jeden obvodovy pés trojuholnickov (lichobeznik). MoZeme teda vypoitat obsah tohto pravi-
delného 6-uholnika potom od neho odpocitat lichobeznik a bude to. Obsah pravidelného 6-uholnika
so stranou 335 je Sestndsobkom obsahu pravidelného trojuholnika so stranou 335. Obsah tohoto tro-
juholnika méZeme pocitat napriklad takto:

1(obsah vrcholového trojuholnicka) + (142)(obsah lichobeznika nad nim) + (243) + ... + (334+335)(ob-

sah najdlhsieho, obvodového, lichobeznika)=1+3+5+7+...+669, ¢o je sucet prvych n ¢lenov aritme-
(1+669)335 _ 700.335 _ ggr2
2

tickej postupnosti s diferenciou 2, ¢ize = . Obsah pravidelného 6-uholnika so
stranou 335 je teda 6.335%. A obsah nasho titvaru je 6.335%—(335+336)(obsah obvodového lichobeznika) =
672679.
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Poradie po 3. sérii Letného semestra 33. ro¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 1H|CS
1. Marek Kukan 3.B GGrosBA |9 9 9 8|1 ]| 44
Martin Bachraty 3.B GOkruZA |9 9 9 8| 1| 44
Martin Vodicka Kvarta | GAlgjKE |9 9 9 8| 1| 44

4. Jana Baranova Septima | GAlejKE |9 9 8 7 ]3| 41
D. Ivana Solarikova Septima | GAlgjKE | 8 9 9 6 | 1] 40
6. Ladislav Baco 3. A GPostKE |7 9 9 7|11 39
7. Klara Fickova 1. A GPostKE | 8 9 6 3|0 | 35
8. Dévid Hvizdos 2. A GPotKE |9 - 9 71| 34
9. Robert Téth Septima | GAlgjKE |5 9 9 4|0 | 32
Monika Valkova Septima | GAlgjKE |9 - 9 7|2 32

11. Monika Zlaczka 2. A GPostKE |9 2 5 6|0 28
12. Adam Midlik 7. A GMudrPO | - 9 9 - | 1] 27
13. Tomas Babej 2. A GPostKE |9 - 2 6] 1|23
14. Matej Vecerik Sexta A | GTepIBA | - - 9 6|0 |21
15. | Katarina Révészova 2. A GPostKE |7 - 2 5|01 19
16. Sven Relovsky 1. A GPostKE |1 7 1 20| 18
Sona Galovicova 1.B GOkruZA |9 - - -0 18

18. Ladislav Hovan 2. A GExndKE | - - 9 4|0 17
19. Viktor Szabados 2.B GGrosBA |2 - 6 4]0 16
Ivana Gaskova Kvinta | GAlejKE | 6 - 2 2|0 16

21. Matas Stehlik Sexta GAlgjKE | - - 9 3|0 15
22. Denisa Muthova 2.A GRuziZA |2 6 2 2|0 14
Petra Zibrinova 2.D GMudrPO | 2 - 3 6|0 ] 14
Radovan Hnatic¢ 1. A GPostKE | - 2 2 50| 14

25. Miroslava Vagkova 2. D GMudrPO | - 2 3 5|0 13
26. Josef Tkadlec 77 GJKPraha |9 - - - 1|11 9
Andrea Gorcsosova | Septima | GAlejKE |9 - - - 0] 9
Jakub Kires 1. A GPostKE | - - 3 3|10] 9

Michal Anderle Sexta GHaliLC |2 - - 501 9

30. | Kristina Fagulova 1. A GPostKE |4 0 - -0/ 8
Jakub Salagovic Kvinta | GAlIgjKE | - 0 3 20| 8

32. Miloslav Homer 1. A GPostKE | - 0 1 3|0 | 7
33. Daniel Till 1. A GPostKE | - 0 3 - |0] 6
34. Jozef Lami 1. A GPostKE | - 0 1 2|0 5
Alexandra Pistrakova 1. A GPostKE | - 1 2 -0 5

36. Jaroslav Petrucha Kvarta | GMetoBA | - - - - ]10] O
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Pohar konstruktérov Letného semestra 33. ro¢nika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnéazium Postova 9 042 52 Kosice 14 | 250
2. | GAlgjJKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 9 237
3. | GOkruZA Gymnazium Velka okruzng 22 011 09 Zilina, 2 62
4. | GGrosBA Gymnézium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 2 60
5. | GMudrPO | Gymnazium J. A. Raymana Mudromova 20 080 01 Presov | 3 54
6. | GTeplBA Gymnéazium Teplicka 7 831 02 Bratislava 3 1 21
7. | GExnaKE Gymnéazium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 17
8. | GRuziZA Gymnézium bilingvalne T. Ruzicku 3 010 01 Zilina 1 14
9. | GHalLC Gymnézium Hali¢ska cesta 9 984 03 Lucenec 1 9
GJKPraha Gymnézium Jana Keplera Parlérova 2 169 00 Praha 6 1 9
11. | GMetoBA Gymnézium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 0

Za podporu a spolupriacu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kogiciach
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