Cislo 3 Zimny semester 35. ro¢nika (2010/2011)
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Ahojte, Stromaci!

»,Ja som mala vianocka, ruzové mam licka.“ Aj Vy si tito pesnicku spievate stale dokola? To je jasnou
predzvestou toho, Ze prichadzaji najkrajsie sviatky — Vianoceeeeee. KedZze ste boli vSetci dobri, tak
Vam Jezisko (aj ked trosku predcasne) priniesol najnovsi STROMECcek. Ti, ktori boli najlepsi, sa uz
teraz mozu tesit na ststredenie, ktoré sa uskutocéni od 13. do 18. februara 2010. Zelame Vam $fastné
Vianoce a vesely novy rok. Difame, ze v budicom kalendarnom roku si na STROM spomeniete
a opit sa pustite do rieSenia tloh letného semestra. Vasi STROM isti

Vianocny MaziKlub

Aj tento rok sa uskutocni prijemné posedenie terajsich aj byvalych riesite-
Tov, veducich, priatelov a vobec vSetkych, ktori maja kladny vztah k Matiku,
Stromu ¢ Malynéaru. Népliiou bude stretntif sa, porozpravat sa, spoznat
novych Tudi a mozno bude aj kapustnica. Tato super udalost sa uskutocni
v stredu, 22. decembra, na Prirodovedeckej fakulte na Jesennej 5 v Kosi-
ciach, v miestnosti P15 v suteréne v ¢ase od 13:00 do 18:00. TeSime sa na
vas vSetkych :-)
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RieSenia 2. série uloh zimného semestra 35. ro¢nika

1. Na ostrove ,,Pochitka“ Zije 20 kanibalov. Kazdy z kanibalov mé niektorych zo svojich spoluos-
trovéanov rad a zvysok nemd rad (nikdy to vSak nemenia). Kazdy demn, vSetkych, ktorych ma
rada aspor polovica zijucich obyvatelov ostrova, zabiji a zjedia na veceru. Ukazte, ze ak prvého
oktébra bol zjedeny prvy kanibal, tak od jedendsteho oktébra uz nie je mozné zjest nikoho, lebo
nikto zo zijucich kanibalov nechuti aspon polke obyvatelov ostrova.

Opravovali: Tomas Lucivjansky a Gaba Vozarikova Pocet riesitelov: 43
RieSenie:

Sktisme dokézat najprv to, Ze 11. oktébra uz nemézu nikoho jest. Podme na to sporom. Predpokla-
dajme, Ze moze nastat situdcia, kedy aj v 11. defi budi niekoho na ostrove jest. Potom musia platit
nasledujice pozorovania:

Pozorovanie ¢. 1: V kazdom z predoslych dni (teda od 1. do 10. oktébra) musel byt zjedeny aspon
jeden.

Preco? No ak by v nejaky den nebol zjedeny nikto, znamenalo by to, Ze neexistuje taky kanibal,
ktorého by mala rada aspori polovica obyvatelov. Do dalSieho diia preZije rovnaké zostava kanibalov,
teda v nej ani v tomto dni neexistuje kanibal vhodny na jedenie (preferencie kanibalov sa nemenia,
preto je situdcia rovnaka). Podobné to bude aj v dalsie dni. Ak uz raz prestani jest, nebudu jest uz
nikdy, a teda by nejedli ani 11. oktobra.

Teraz pre kazdého kanibala ozna¢me L pocet Iudi, ktori ho maja radi. Ozna¢me Xy pocet Tudi, ktory
sta¢i na to, aby bol kanibal s L > Xy zjedeny v N-tom dni (rdtanom od prvého oktébra). V prvom
dni je teda X; = 10, ¢ize kazdy kanibal, ktorého ma rado aspon 10 ludi, bude zjedeny.

Pozorovanie ¢. 2: Cislo X s rasticim N klesa (teda kazdym diiom).

UkéZeme, Ze pre fubovolné dva po sebe idice dnii ai+1 je X; > X, ;1. Nech X je v poradi v prvom
dni, X, v druhom. V prvom sa teda zjedia vSetci s L > X;. Kedze pocet ludi moze len ubudat, tym
moze aj L pre niektorych kanibalov len klesat. Do dalSieho diia tak preziju len kanibali s L < X;.
Na to, aby mohol by? v druhy de? niekto zjedeny musi matf v druhom dni aspori niekto L > X,.
Oznacime to ako L; a teda X; > L;, > X,, z ¢oho X; > X5, ¢o sme chceli dokézat.

Z posledného pozorovania vyplyva, ze v 10. dni je X9 najviac jedna. Teda do 11. dia isto neprezije
nikto s L > 1. Ak nejaky kanibal prezije, tak uz ho nebude mat rad nikto. Tym sme sa dostali do
sporu s predpokladom, ze v 11. dni eSte niekoho zjedia. Dokézali sme teda, ze v 11. dni isto nikoho
nezjedia, a teda nemozu jest ani v diloch nasledujtcich po 11. oktébri, ¢o bolo tlohou dokézat.

Komentdr: Niektori z vas pochopili zadanie v zmysle, ze prvy den bol zjedeny prave jeden kanibal.
Zadanie ale hovorilo skor o tom, kedy sa zacali kanibali pozierat. Pozorovanie ¢. 1 ste odhalili skoro

.....

ktoré znizili vase bodové ohodnotenie.

2. Zostrojte stvoruholnik OLD A, do ktorého sa da vpisat kruznica s polomerom 4 cm. NavySe viete,
Ze strana OL je dlha 6 cm, velkost uhla OLD je 120° a vrchol A lezi na osi uhla OLD. Vedeli by
ste ho zostrojit aj v tom pripade, ak by strana OL bola dlhd 18 cm?

Opravovali: Janka Baranova a Marek Dernar Pocdet riesitelov: 44
RieSenie:

KedZe ide o geometrickti tlohu, tak by bolo vhodné si hned na zaciatku nacrtnat obrazok. Ide
o konstrukénit geometricktl tlohu, teda rieSenie musi obsahovat aj jej vyznacné Casti — t.j. nacrt,
rozbor tlohy (resp. dokaz spravnosti konstrukcie), postup konstrukcie, uz menej podstatnd samotna
konstrukcia a diskusia o pocte rieseni. Zacneme teda nacrtom:

http://seminar.strom.sk
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Pokracujeme dalej akymsi rozborom tlohy. Kedze vieme, ze |OL| = 6 cm, tak zname body st pre nés
O a L. Nezname a potrebné body si D, A a S, pricom bod S je stred vpisanej kruznice stvoruholnika
OLDA. Kedze S je stred vpisanej kruznice, tak lezi na prieniku osi vnitornych uhlov stvoruholnika
a teda lezi niekde aj na osi uhla OLD — ozna¢ime o;. Dalej, ¢o o tomto strede mdzeme povedaf je, Ze
jeho vzdialenost od priamky OL (zndma) je 4cm (OL je doty¢nica ku vpisanej kruznici so stredom
v bode S a polomerom 4 cm). Stred S preto lezi na mnozine vSetkych bodov vzdialenych od priamky
OL o 4cm, ¢o je priamka rovnobeznd — oznac¢ime ju p. Z tohto teda mame, ze stred S dostaneme
ako prienik priamky p a osi uhla OLD — polpriamky o;. Vieme uz zostrojit stred vpisanej kruznice,
teda aj kruznicu samotnu.

Teraz bod A — vieme, Ze lezi na o; a taktiez, Ze OA je doty¢nica. Kedze OA a OL su doty¢nice
k vpisanej kruznici, tak st simerné podla OS (osi oznacenej 0,). Tto os uz narysovat vieme, takze
sta¢i podla nej zobrazit bod L a teda priamka OL’ (L’ je bod L zobrazeny podla osi 0,) je druhou
dotyénicou prechédzajicou bodom O. Preto uz tiez vieme, Ze bod A lezi na prieniku priamky OL’
a o1.

Bod D dostaneme podobnym spdsobom, kedZe opit lezi na dotyc¢nici. OA teda zobrazime podla
osi SA a mame to. Bod D bude na prieniku tej zobrazenej dotyc¢nice a polpriamky LX, pricom
|[9OLX| = 120°. Vieme teda skonstruovat vsetky vrcholy OLDA, ¢ize prva ¢ast tlohy je vyrieSena.
Bolo by este fajn dodaf, ze tato ¢ast tlohy ma len jedno riesenie.

Teraz podme skiimaf |OL| = 18 cm. Vicsina z Vas prisla na to, ze s takouto dlzkou to narysovat
nejde, otazkou je ale preco. Skiisme to teda najprv nakreslit.
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Po narysovani by sa ndm mohlo zdat, ze A je dotykovym bodom vpisanej kruznice. To vSak moze
byt spdsobené aj nepresnostou rysovania, teda musime to nejakym sposobom dokdzat. Oznacme
T dotykovy bod vpisanej kruznice a priamky OA a chceme ukézat, ze A = T. Toto tvrdenie je
ekvivalentné s tym, ze |4 ASO| = |9 T SO|. Vieme, ze trojuholniky OQS a OT'S st zhodné (osova

strom@strom. sk
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stmernost podla OS), teda |[JTSO| = |4 QSO|. Z pravouhlého trojuholnika LQS dostavame, Ze

|QL|: |SQ‘ = 1 24\/§cm.
tg |[9SLQ|  tg 60° 3

Tym padom |OQ| = |OL| - |QL| =18 — 47\/5 cm. Z pravouhlého trojuholnika OQS teda vidime
4v3

0Q _ 18—

15Q) 4

Vypocitali sme, ze |[JTSO| = |9QSO| > 75° (sktste to dokazat bez kalkulacky, t. j. pomocou

vyjadrenia presnej hodnoty tg 75°). Na druhej strane

19 ASO| = 180° — |9 QSO| — |J QSL| < 180° — 75° — 30° = 75° < |J T'SO.

tg [FQSO| =

Vidime teda, ze A # T, ¢ize nasa pozorovanie nebolo presné. Ukazali sme vSak, ze |4 ASO| <
|9ITSO|, ¢ize dotykovy bod nelezi na strane AO (strana myslenéd ako tisecka AQ), ¢o je zrejme spor
s tym, Ze tato kruznica ma byt vpisand, kedze vpisand kruznica sa méa dotykat vSetkych stran.

.....

problémom. Mnohi z Vas tvrdili, ze OLDA bude trojuholnik (teda A = T'), ¢o vSak nie je pravda.
Totizto O LD A bude Stvoruholnik, ale (tesne) nekonvexny, ktorému sa neda vpisat kruznica. Rovnako,
ako teraz bod T vysiel tak trosku ,napravo® od A, tak mohol vyjst aj tesne ,nalavo“, a vtedy by sa
nam podarilo pozadovany $tvoruholnik zostrojit. Takze ponaucenie do budiicna — netreba sa spoliehat
na presnost rysovania, ale pekne vsetko dokazovat.

3. Pre kladné realne ¢isla a a b plati a® + b = 1. Dokéaite, ze pre lubovolné realne ¢isla ¢ a d potom
plati (ac + bd)? < ¢ + d?. Pre ktoré &isla ¢ a d nastava v tejto nerovnosti rovnost?

Opravovali: Laco Baco Podet riesitelov: 41
Riesenie:
Zadanu nerovnost vieme upravit nasledovne:
(ac+bd)* < * +d° (1)
0 < c®+d? — (a*c® + 2abed + b*d?)
0 < c*(1—a®) +d*(1 —b*) — 2abed (2)

VyuZijeme vizbu, podla ktorej je v* = 1 — a? a a® = 1 — b%. Rovnaké vyrazy sa ndm objavuji aj
v nerovnosti (2), tak za ne dosadime b2, resp. a®. Teda nerovnost (2) je za podmienky a? + b*> = 1

ekvivalentna s nerovnostou
0 < b + d*a® — 2abed

0 < (bc — ad)? (3)

Nerovnost (3) plati vzdy, lebo druhd mocnina redlneho ¢isla je vzdy nezédporna. To ale znamend, Ze
opa¢nym postupom vieme pomocou ekvivalentnych tprav a vyuzitim podmienky a? 4 b? = 1 upravit
vzdy platnd nerovnost (3) na zadant nerovnost (1).

Pretoze podla zadania ¢isla a, b spliiaji viizbu a? + b? = 1, tak nerovnost (1) skutoéne plati.

Este ndm ostéava urcit, kedy nastava rovnost. Vdaka pouzitiu iba ekvivalentnych tprav nastéva
rovnost v nerovnosti (1) prave vtedy, ak nastane rovnost aj v nerovnosti (3). !

Rovnost (bc — ad)? = 0 plati prave vtedy, ak je |bc — ad| = 0, teda ak

bc = ad. (4)

LAk znaky nerovnosti nahradime znakmi rovnosti, potom vieme s vyuzitim vizby rovnakym sposobom ukézaf

(ac —bd)? =2+ d? < 0= (bc — ad)?.

http://seminar.strom.sk
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Pretoze podla zadania st a, b > 0, tak d = £-b. Ak oznac¢ime ¢ = k (k € R), potom ¢ = ka a d = kb.
Skutoc¢ne, pre vSetky takéto dvojice ¢, d nastava v (1) rovnost, o ¢om sa lahko presved¢ime skiskou
(zase vyuzijeme vézbu).

Iné riesenie:
Vezmime si vektory (a,b), (¢,d) a pozrime sa na ich skaldrny sucin:

(a,b) - (¢,;d) = ac+bd = Va2 + b2 - V2 + d2 - cos g,

kde ¢ je uhol, ktory zvieraju nase dva vektory?, pricom ¢ € (0,7). KedZze cosep < 1, tak
Vaz +b2-y/c2+d?-cosp < Va2 + b2+ d? ateda

ac+bd < Va2 +02- V2 +d? (4)

Umocnenim nerovnosti (4) a pouzitim vizby dostdvame nerovnost (1). Rovnost nastava, iba ak je
¢ = 0 alebo ¢ = m, teda ak (¢,d) = k(a,b). Nerovnost (4) je Specidlny pripad Cauchy-Schwarzovej
nerovnosti platnej pre akékolvek n-rozmerné vektory realnych cisel.

Komentdr: Viaceri z Vas predpokladali platnost nerovnosti (1) a z nej dosli ku pravdivému tvrdeniu
(3), ale to nie je dokaz platnosti (1). Pri dokaze postupujeme prave naopak, z platného tvrdenia
ukézeme to, ¢o chceme dokéazat, teda postupujeme od nerovnosti (3) k nerovnosti (1).

Tiez niektori ste spravne odvodili podmienku (4) a potom ste prehlésili, ze musi platit ¢ = ¢, ale
nezaoberali ste sa moznostou d = 0. Na takéto tpravy si treba ddvat nabudice pozor :-).

4. Mdze mat mocnina dvojky (s prirodzenym exponentom) vo svojom dekadickom zépise (t.j. zapise
v desiatkovej ststave) rovnaky pocet jednotiek, dvojok, ..., deviatok? Svoje tvrdenie nezabudnite
poriadne oddévodnit.

Opravovali: Monc¢a Valkova a Tomas Kocak Pocet riesitelov: 39
Riesenie:
Ak ma mat naSe ¢islo rovnaky pocet jednotiek, dvojok, ..., deviatok, povedzme n, tak jeho ciferny

stcet bude
n-l4+n-24+n-3+n-44+n-54+n-64+n-7+n-84n-9+k-0=45-n=3-15-n.

Nage ¢islo teda ocividne bude delitelné trojkou. Zaroven vsak nesmie byt delitelné trojkou, pretoze
je mocninou dvojky, a teda ma vo svojom prvociselnom rozklade iba dvojky a ziadne iné prvocisla.
Z tohto sporu nam vyplyva, ze takato mocnina dvojky neexistuje.

Komentdr: Tato tlohu ste skoro vsetci riesili rovnako dobre, velmi podobne vzorovému rieseniu, ¢o
sposobilo, ze 95 percent Tudi malo 9 bodov. Len tak dale;j.

5. Stredy stran AB, BC' a C'A ostrouhlého trojuholnika ABC' oznac¢ime postupne K, L a M. Nech
kruznice so stredmi v bodoch K, L, M prechadzajice priese¢nikom vysSok V' trojuholnika ABC
pretnu strany trojuholnika (strany ako tsecky) v Siestich bodoch. Dokézte, Ze potom tychto Sest
bodov lezi na jednej kruznici.

Opravovali: Robo Téth a Edo Eiben Podet riesitelov: 25
RieSenie:

Najprv sa zamyslime nad tym, ako ukézat, Ze nejaké body leZia na kruZnici. Jednou moznostou je
najst stred a ukézaf, ze vSetky nase body si od neho vzdialené rovnako (o to sa aj mnoho z vas
pokisilo). DalSou je pouzit vetu o obvodovom a stredovom uhle alebo hladaft tetivové stvoruholniky.
Tou najvhodnejSou metédou vSak pre tiato tlohu je pouzif mocnost bodu ku kruznici a vlastnosti

2Ak je vektor (c,d) nulovy, tak ¢ = 0.

strom@strom. sk
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chordély (rozlisit, ktord metéda je najlepsia, si mnohokrat vyzaduje mnoho sktsenosti). Chordala
a mocnost bodu ku kruznici sa daji vyuzit v mnohych tlohach z geometrie. Podrobnejsie sa o nich
mozete dozvediet na http://geometrie.kma.zcu.cz/work/AU/teorie/mocnost.html.

Oznaéme kruznice prislichajtce jednotlivym stredom K, L a M postupne k, [ a m. Dalej ozna¢me
priesec¢niky £, [, m so stranami trojuholnika postupne Ky, Ko, Ly, Lo, M; a M,. Potom kruznice k
a [ sa pretinaju v bodoch V' (ortocentrum) a P (tak ozna¢ime druhy priesecnik).

Teraz, ked uz mame vSetko pooznacované, vyberieme $tyri body, napriklad K, K5, L; a L. Ak
sme sa rozhodli pouzit mocnost, tak teraz nastal ¢as, aby sme vybrali bod, vzhladom na ktory
budeme tato mocnost pocitat. Ako stvoreny pre tito rolu sa ukazuje bod B, pretoze je to bod na
priesecniku priamok K K5 a LiLs, ¢o pre nis znamend, %e do obrazka nemusime kreslit Ziadne nové
body ani tetivy — pouzijeme tetivy K; K a LjLs. Stacéi teda spocitat sucin |BK,| - |BK;| a sucin
|BL4|-|BLs|, ktoré by mali vyjst rovnaké. Mozno este lepsie je vyuzit takyto tvar mocnosti bodu ku
kruznici: | BK|* — (polomer kruznice k)?, pricom |BK| pozname a polomer je |V K|. Existuje mnoho
sposobov, ako pomocou tejto myslienky tato tlohu vyriesit — napriklad pomocou trigonometrie alebo
Pytagorovych viet vypoéitame dlzku tisecky |V K.

V tomto vzorovom rieseni by sme vsak uviedli este elegantnejsie riesenie, a to za vyuzitia chordal,
t. j. mnoziny bodov, ktora obsahuje vSetky body s rovnakou mocnostou k dvom kruzniciam. Pozrime
sa preto bliz§ie na priamku V P. Priamka V P je chordalou kruznic k a [, teda je kolma na spojnicu
ich stredov K a L. Usetka KL je ale rovnobezna s CA (kedze je to strednd priecka trojuholnika
ABC), preto je VP kolm4 aj na C'A. To ale potom znamend, ze V P je vyskou na stranu C'A (je to

priamka kolmé na stranu C'A a obsahuje ortocentrum V). Z toho vyplyva, ze bod B lezi na V P.
C

KedZe lezi na chordéale kruznic k a [, jeho mocnost k nim je rovnaka. Plati preto, ze |BKs| - |BK;| =
|BL1| - |BLs|. Z toho uz potom podla vety o mocnosti bodu ku kruznici vyplyva, ze K, Ko, L1 a Lo
lezia na jednej kruznici. KedZe tloha je symetrickd, analogicky sa d& ukézat, ze aj Ly, Ly, My a M,
lezia na jednej kruznici a ze aj My, My, K; a K5 lezia na jednej kruznici. To vSak eSte neznamena,
ze musi na jednej kruznici lezat vSetkych Sest tychto bodov. Protipriklad:

http://seminar.strom.sk
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Ky Ly

K2 L2

Najjednoduchsi sposob, ako ukazat, Ze tymto trom Stvoriciam bodov st opisané rovnaké kruznice, je
najst ich spolo¢ny stred. Pozrime sa napr. na Stvoricu Ly, Lo, My a M,. Stred kruznice opisanej tymto
Styrom bodom je rovnako vzdialeny od bodov L a L,. LeZi teda na osi tsecky L;Lo. KedZze L je stred
BC, tak tato os je vSak aj osou usecky BC, teda stred tejto kruznice lezi na osi BC'. Rovnako sa da
ukazat, Ze lezi aj na osi C'A. Lenze tieto dve osi sa pretinaju v strede kruznice opisanej trojuholniku
ABC.

Rovnakou tivahou pre zvysné dve kruznice dostaneme, ze stredom kazdej z nich je stred kruznice
opisanej trojuholniku ABC' — priesecnik osi vsetkych stran. Teda tieto tri kruznice st totozné a body
Ky, Ko, Ly, Ly, My a M, lezia na jednej kruznici.

6. Pre ktoré kladné celé cisla n existuje polyném P stupna n s redlnymi koeficientmi taky, ze
P(0), P(1), P(2), .., P(n — 1), P(n + 1), P(n +2), P(n + 3)
st celé ¢isla a P(n) nie je celé ¢islo?

Opravovali: Tomas Kocak Pocet riesitelov: 3
RieSenie:

K tejto tulohe sa da pristupovat niekolkymi sposobmi. Prva z moznosti, a taktiez aj najviac priro-
dzena, je sktidanie malych pripadov. Dalsia z moznosti je povedaf si, Ze taky polyném, ktory by splial
zadanie neexistuje pre ziadne n a skusit to dokazat napriklad indukciou. Posledné z moznosti, ktoré
sa nam nukaju je povedat si, ze taky polyném existuje a skisit ho najst.

Na zaciatok sa teda pozrime na niektoré malé pripady. Ak sa pokusime najst polyném stuptia n = 1,
ktory spliia podmienky zo zadania, nepodari sa nam to. Dokonca ani nie je fazké overit, Ze to pre
n = 1 nepdjde nikdy. Skuste si to.

Pozrime sa teda na dalsi pripad. Pre n = 2 uZ nie je na prvy pohlad vidno, ¢ polyném s danymi
vlastnostami existuje. Sktisme teda napisat, ¢o pre nas polyném plati. Nas polyném P sa d& napisat
ako

P(z) = az® + bx + c.

Vieme, ze P(0), P(1), P(3), P(4), P(5) st celé ¢isla. Ked dosadime do polynému jednotlivé hodnoty,
dostaneme

P(0) = ceZ,

P(1) = a+b+ceZ,
P(2) = 4a+2b+c,
P(3) 9a+3b+c € Z,
P(4) = 16a+4b+c€Z,
P(5) = 25a+5b+c€Z

strom@strom. sk
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Teraz chceme nieco zistit o P(2). Vieme, ze P(0) je celé ¢islo, teda ¢ je celé ¢islo. Preto mozeme
¢ odd¢itat od ostatnych rovnic a nezmeni sa ndm celociselnost, pretoZze rozdiel dvoch celych cisel je
opit celé ¢islo a taktiez ak P(2) nebolo celé ¢islo, tak sa nestane celym ani po odéitani c. Po tprave
dostaneme rovnosti:

P(1l) = a+beZ,
P(2) = 4da+2b,
P(3) = 9a+3beZ,
P(4) = 16a+4b€Z,

P(5) = 25a+5b¢cZ

Opiit moZeme nasu tvahu zopakovat. Vieme, ze P(1) je celé ¢islo a preto mozeme odéitat celociselny
nasobok P(1) od ostatnych rovnic tak, aby sme sa zbavili nezndmych b a dostaneme

P(2) = 2a, (1)
P(3) = 6acZ, (2)
P4) = 12a€Z, (3)
P(5) = 20ac€ Z. (4)

)

Teraz je uz lahko vidno, ze vhodnou kombinaciou (2), (3) a (4) sa vieme dostat k (1) a preto aj P(2
je celé &slo. Teda nas zaver je, Ze neexistuje polyném stupiia 2, ktory by spliial podmienky zo zadania.

Pre n = 1 an = 2 sme dostali, Ze polynémy s danou vlastnostou neexistuji. Mozeme preto usudit, ze
také polynémy nebudi existovat. Ak sa to ale chvilu pokusime dokazovat, zistime, Ze to asi nepojde
tak Tahko. Ak sa vratime k overovaniu malych pripadov, tak zistime, Ze uz pre n = 3 a n = 4 nam
postup vyuZity pre n = 2 nepostaci, avSak pre n = 5 bude opit fungovat. Skuste si to. Dokonca
ak sa chvilu pohrame, tak sa da najst nejaky polyném tretieho stupiia, ktory spliia podmienky zo
zadania, napriklad {2% — 222 + Lz

KedZe ndm velmi nepomohlo pozriet sa na malé pripady (neobjavila sa nijaké oc¢ividna zavislost) a ani
sa neda dokézat, Ze neexistuje dany polyndém pre Ziadne n, takze ndm ostava uz len posledni moznost.
Skusit dany polyném skonstruovat. Problém je, Ze nevieme, ako by mal tento polyném vyzerat.
Sktsme si preto trosku ulahéit zivot a vytvorme taky polyném, ktory méa ¢o najviac celoéiselnych
hodndét zo zadania nulovych. Teda nech mé korene v bodoch 0, 1, 2, .... Nemoze ale mat korene vo
vSetkych bodoch 0, ..., n—1,n+1, n+2 a n+ 3, pretoze potom by mal prili§ velky stuperi, preto
vezmime len prvych n bodov. Dostaneme polyném:

Pz)=(x—=0)(z—1)...(z— (n—1)).

Tento polyném ma len celociselné hodnoty pre celociselné argumenty, takze potrebujeme este zabez-
pecit, aby v bode n nemal celo¢iselnit hodnotu. To by sa dalo docielit, keby sme predelili P(x) dost
velkym ¢islom. Pozrime sa preto, omu sa rovna P(x) v bodoch n, n + 1, n+ 2 a n + 3, aby sme sa
vedeli rozhodnut, akym ¢islom chceme P(x) predelit.
P(n) = n!
Pn+1) = (n+1)!

Pn+2) = 1(n+ 2)!

2
1
Pn+3) = é(n +3)!
Tu sa uz da lahko odpozorovat, ze ak by sme P(x) prenasobili ¢islom ﬁ, tak hodnoty v n + 1,
n+ 2 a n+ 3 by boli celoc¢iselné a hodnota v bode n by bola niﬂ, ¢o nie je celé cislo pre vsetky n
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STROM 9 2010/2011

okrem 1, 2 a 5. Uz vieme, Ze pre n rovné 1, 2 alebo 5 polyném s danymi vlastnostami neexistuje,
takze tlohu uz mame vyriesent.

Teda zaver je, ze pre n rovné 1, 2 a 5 taky polyndm neexistuje a pre ostatné prirodzené cisla n

polyném ;
P(z) = m(w—O)(z—l)...(:p—(n—l))

spliia podmienky zo zadania.

Komentdr: V tejto tlohe sa ukézalo, ze niekedy je najlepSie skusit si niektoré malé pripady a potom
vymysliet vSeobecné rieSenie. Niekedy totiz Clasto¢né rieSenia, alebo rieSenia pre malé pripady ne-
musia byt daleko od tplného rieSenia. Preto je niekedy lepsie poslat aj ¢iastoéné rieSenie, za ktoré
mozu byt aj nejaké body a moze dopomoct k rieSeniu.

strom@strom. sk
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Konec¢né poradie Zimného semestra 35. ro¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola S |1. 2. 3. 4. 5. B | CS
1. Martin Vodicka Sexta GAlgjKE {4619 9 9 9 9 9 1100
Stépan Simsa Sexta GJJLit 5019 7 9 9 9 7 1100

3. Klara Fickova 3. A GPostKE |54 9 9 9 9 9 01 99
4. | Katarina Krajciova Kvarta | GAlggKE (4319 9 9 9 9 9| 97
5. Tomas Babej 4. A GPostKE |50 9 8 9 9 8 0| 96
6. | Miroslav Stankovic¢ 1. A GPostKE [ 476 7 8 9 7 91 93
7. Jakub Safin 2. G GMasaMI |45 9 6 8 9 8 6| 91
8. Matus Stehlik Oktava | GAlgjKE (45|19 9 8 9 9 01 90
9. Viktor Szabados 4. B GGrosBA (4619 9 8 9 - 0| 81
10. Martin Rapavy Kvinta A | GAlgjKE |30 9 6 &8 9 9 91 80
11. LCudmila Simkova Kvinta | GParoNR {429 5 8 - 2 9| 75
12. Désa Krasnayova Oktava | GAlgjJKE (416 4 3 9 9 0| 72
13. David Hvizdos 4. A GPostKE |46 (9 7 - 9 - 1] 71
14. Peter Milosovic 4. A GPostKE [ 476 - 8 9 - 0| 70
Michal Kopf 3. A GSlezCZ 3219 9 7 9 4 0| 70

16. Lucia Magurova 2. A GPostKE 36|19 9 8 - 7 0| 69
17. Daniel Till 3. A GPostKE |36 |7 4 8 9 2 0| 66
18. Monika Zlaczka 4. A GPostKE |34 |5 7 8 9 2 0| 65
19. | Kiristina Fagulova 3. A GPostKE [ 35| 7 3 9 9 - 0| 63
20. Jan Jursa 1. A GPostKE |40 - 4 - 9 - 9| 62
Ivana Gaskova Septima | GAlgjKE (2919 9 4 9 2 0| 62

22. Alena Busakova 8.V GSpitCZ 296 8 8 9 - 0| 60
Viktor Lukacek 3.C GSevéPO 2719 7 6 9 2 0| 60

24. Martina Hlavata Oktava | GGrosBA |29 2 8 8 9 2 0| 58
Denisa Muathova 4. A GRuziZA |2819 4 8 9 - 0| 58

26. Dorota Jarosova Kvarta GAlggKE 2916 4 0 9 - 9| 57
Zuzana Baxova 3. E GlmajTN | 32|8 - 8 9 - 0| 57

28. Miloslav Homer 3. A GPostKE [ 328 8 8 - - 01| 56
Pavol Koprda 7. OA GHvieTT |28 7 4 8 9 - 01| 56

30. | Denisa Semanisinova Sexta GAlggKE [2913 6 8 9 - 0] 55
Jan Hoffmann Oktava | GAlgjJKE (24| 6 9 5 9 2 0| 55

32. Vladislav Vancak Kvinta B | GAlgjKE (236 5 - 9 - 9 | 52
33. Martina Bekrova 8. Y GTrutCZ (2016 7 9 9 - 0] 51
Magdaléna Krejciova 1.E GTataPP |20 6 7 - 9 - 91| 51

35. | Viktoria Valachova 1. A GSkolSN (168 9 6 - - 9| 48
Matas Hlavacik Sexta GAlgjKE |19/ 8 6 6 9 - 0| 48

37. | Radka Masloviakova | Oktava | GAlgjKE |21 16 - 8 9 2 0| 46
38. Jaroslav Petrucha Sexta GMetoBA (216 - 9 9 - 0| 45
39. Irena Bacinska 5.Q GKomeLY |21 |6 4 2 - 2 6 | 42
Ladislav Hovan 4. A GExndKE (16 | - 9 8 9 - 0| 42

41. Jan Dudi¢ 2. A GPostKE |18 6 7 1 9 - 0| 41
42. | Martina Oravcova 1. A GPostKE | 23 4 - - 2 4| 33
Matus Porazik Kvinta A | GAlgjJKE |15 - 6 6 - 0 6 | 33
Vladimir Macko 2. A GHronZV |24 | - - - 9 - 01 33
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P. Meno a priezvisko Trieda Skola S |1. 2. 3. 5. B | CS
45. Jakub Dargaj 1. A GPostKE |32 | - - - - 0| 32

Anton Groméczki 9. A ZStanKE |24 | - 4 - - 4 | 32

47. | Ludmila Jankovichova 1.F GTajoBB |30 | - - - - 0] 30
48. | Barbora Marecadkova | Septima | GKukuPP | 0 | 5 5 8 - 0| 27
49. Daniel Ondra 1. A GPostKE |26 | - - - - 0] 26
50. Michaela Belanova | Septima | GTeplBA [ 12| 9 - - - 0121
51. Roman Pivovarnik 5.0A | GMudrPO |20 | - - - - 0] 20
52. Toméas Macko 2. A GPostKE |10 9 - - - 0] 19
53. | Daniela Hardéarufkova 3. A GPostKE |18 | - - - - 0] 18
54. Marcel Francak 2. B GMierNO | 3 | - 4 6 1 0| 14
Martin Peresini 1. A PM.HBB | 2 |1 5 0 1 51 14

56. Rébert Solarik 2. A GPostKE |11 | - - - - 0] 11
57. | AlZbeta Bohinikova Oktéva | GGrosBA | 10| - - - - 0] 10
Lea Uhliarova 2. L GTajoBB | 10| - - - - 0] 10

59. Lucia Floridnova 1. A GPostKE | 9 | - - - - 0] 9
60. Alica Ordosova 1. A GPostKE | 5 | - 1 0 - 117
Lucia Cabrova 2. A GPostKE | 7 | - - - - 0| 7

62. | Veronika Kolvekova 3. A GPostKE | 4 | - - - - 0| 4
63. Ivana Sopatova 2. A GPostKE | 2 | - - - - 0] 2
64. Marcel Ceselka 2. C GSkulKE | 1 | - - - - 0] 1

strom@strom. sk
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Pohar konstruktérov Zimného semestra 35. ro¢nika
P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnézium Postova 9 042 52 Kosice 23 | 1019
2. | GAlgjKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 13 | 842
3. | GGrosBA Gymnéazium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 3 149
4. GJJLit Gymnézium Josefa Jungmanna Svojsikova 1 412 65 Litométice | 1 100
5. | GMasaMI Gymnéazium Pavla Horova Masarykova 1 071 79 Michalovce 1 91
6. | GParoNR Gymnéazium Parovska 1 950 50 Nitra 1 75
7. | GSlezCZ Slezské Gymnazium Zamecky okruh 29 746 01 Opava 1 70
8. | GSpitCZ Gymnéazium Spitalska 2 192 00 Praha 9 1 60
GSeveéPO Gymnézium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1 080 01 Presov 1 60
10. | GRuzZA Gymnézium bilingvalne T. Ruzicku 3 010 01 Zilina 1 58
11. | GImajTN Gymnézium 1. maja 2 911 01 Trencin 1 o7
12. | GHvieTT | Gymnazium Angely Merici Hviezdoslavova 10 917 01 Trnava 1 56
13. | GTataPP Gymnézium Dominika Tatarku 14 058 19 Poprad 1 51
GTrutCZ Gymnazium Jiraskovo nameésti 325 541 01 Trutnov 1 o1
15. | GSkolSN Gymnézium Skolska 7 052 01 Spisskd Nova Ves 1 48
16. | GMetoBA Gymnézium Metodova 2 821 08 Bratislava 2 1 45
17. | GExnaKE Gymnéazium Exnarova 10 040 22 Kosice 1 42
GKomeLY Gymnéazium Komenského 13 082 71 Lipany 1 42
19. | GTajoBB Gymnazium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 2 40
20. | GHronZV Gymnéazium Hronska 1467/3 960 01 Zvolen 1 33
21. | ZStanKE Zékladna skola Stanicna 13 040 01 Kosice 1 32
22. | GKukuPP Gymnézium Kukuc¢inova 058 39 Poprad 1 27
23. | GTeplBA Gymnéazium Teplicka 7 831 02 Bratislava 3 1 21
24. | GMudrPO Gymnazium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov 1 20
25. | PM. HBB SPS J. Murgasa M. Hurbana 6 975 18 Banska Bystrica 1 14
GMierNO Gymnazium A. Bernoldka Mieru 307/23 029 01 Namestovo 1 14
27. | GSkulKE Evanjelické gymnézium Skultétyho 10 040 01 Kosice 1 1

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Agentire na podporu vyskumu a vyvoja prostrednictvom projektu:
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