Cislo 2 Zimny semester 36. ro¢nika (2011/2012)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahojte Stromact,

Mnohi z vas si teraz utieraju pot z cela a kust v skolach za-
rubne. Nervozita sa da krajat. Ani holub, ¢o eSte pred chvi-
Tou Santil na parapete, to uz nevydrzal a radsej rychlo uletel.
Je to tak, su tu vysledky prvej série a s nimi kopu radosti,
ale aj kopu zialu. Ti $tastni, nezaspite na vavrinoch, neje-
den sa uz takto popalil. Ti smutni, pridajte plyn, ti $tastni
aj tak odignorovali predoslu vetu a niekde v pozadi otvaraja
Sampanské. Stretneme sa v cieli!

vasi STROMisti

RieSenia 1. série uloh Zimného semestra 36. ro¢nika

1. Rozhodnite, ¢i sa daju prirodzené ¢isla rozdelif na dve skupiny tak, aby v Ziadnej z tychto skupin
neboli tri ¢isla, z ktorych jedno je aritmetickym priemerom ostatnych dvoch. Svoje tvrdenie
zdovodnite.

Opravovali: Tomas Kocak a Moncéa Valkova Pocet riesitelov: 48
Riesenie:

Pozrime sa, ako by také dve skupiny vyzerali, ak by sa ndm podarilo rozdelif vSetky prirodzené ¢isla
podla zadania. V jednej skupine by isto museli byt dve dostatocne velké ¢isla s rovnakou paritou
vzdialené o 2 (pre nase potreby vezmeme napriklad dve po sebe idiice parne A a B vicsie ako 4). Ak
by tam neboli, znamenalo by to, ze parne cisla od Sestky su striedavo v prvej a druhej skupine, teda
napriklad 6, 10 a 14 by boli spolu. To by znamenalo, Ze sme prirodzené ¢isla rozdelili zle, pretoze 10
je aritmetickym priemerom 6 a 14.

Nech teda do prvej skupiny patria po sebe idtce parne ¢isla A a B. Potom do prvej skupiny nemoéze
patrit ¢islo (A+ B)/2, lebo je priemerom A a B. Toto ¢islo je teda v druhej skupine. Takisto do prvej
skupiny nemoze patrit ¢islo 2A — B, lebo priemer 2A — B a B by bol A. Takisto priemer 2B — A a A
by bol B. Aj tieto Cisla teda patria do druhej skupiny.

V druhej skupine teda musia byt ¢isla 2A — B, 2B — A a (A + B)/2, ¢o uz je spor, lebo jedno je
priemerom zvysnych dvoch, konkrétne ((2A—B)+ (2B —A))/2 = (A+ B)/2. Z tohto sporu vyplyva,
7e prirodzené Cisla sa do dvoch skupin nedaji rozdelit tak, aby boli splnené podmienky zo zadania.
Poznamka: Ak by sme nepozadovali aby A a B museli byt dostato¢ne velké, tak napriklad pre A = 2
a B =4 by c¢islo 2A — B bolo 0, ¢o nie je prirodzené ¢islo.

Komentdr: K tlohe ste pristupovali dvoma spoésobmi. Prvym bolo skisit rozdelit ¢isla od 1 do 10,
¢o sa nedalo. Stacilo na to odsktsat par moznosti. Tento spdsob sice bol iba jednoduché odskusanie,
ale bola to istota, lebo nikto pri nom nestratil body. Druhy pristup bol krajsi, ale dalo sa v nom
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vSeobecny dovod, preco sa to neda. Body sme strhavali iba za malickosti, napriklad ked ste v rieseni
podobnom vzorovému zabudli povedat, Ze vasSe ¢isla A a B nemozu byt 2 a 4.

2. Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC'. Na zakladni AB zvolime bod X a vypocitame stucet
vzdialenosti bodu X od ramien trojuholnika ABC. Ukazte, ze hodnota tohto suc¢tu nezavisi
od volby bodu X.

Opravovali: Peto MiloSovi¢ a Rob&o Téth Pocet riesitelov: 58
Riesenie:

Povedzme si najprv, ako vo vSeobecnosti dokézat, 7e nejaka dlzka, stcet dlzok, obsah, alebo iné vec
nezavisi od niec¢oho druhého. V takychto tlohach je potrebné cielovy vyraz (v nasom pripade sucet
dvoch dlzok) vyjadrit ako sti¢et inych vyrazov, ktorych hodnota na prvy pohlad zavisi len od dopredu
danych parametrov. Uvediem priklad. Ak by sa ndm podarilo dokéazat, ze hodnota |A; X| + |B; X|
je rovna sedemnésobku obsahu trojuholnika ABC', sme velmi radi, lebo tento obsah je nieco, ¢o je
pre dopredu dany trojuholnik vZdy rovnaké bezohladu na volbu bodu X. Naopak, ak ukaZeme, Ze je
tento stucet rovny tretine obvodu trojuholnika X C B, nie sme spokojni, lebo hodnota tohto vyrazu
zavisi od volby bodu X (aspori na prvy pohlad, moZno to je v skuto¢nosti presne to isté, ¢o v prvom
pripade, ale to opravovatel nemoze vediet). Uvedieme tri typy rieSeni.

Prvé rieSenie: Pokisme sa vyjadrit dizky |A;X| a |B;X| inak.
Vidime, ze tieto tsecky tvoria vysky v trojuholnikoch AC'X a ABX,
¢o sa nam moze hodit, kedze dlzky stran prisltchajtce k tymto vys-
kam st rovnaké (rovnoramennost). Vhodnym spdsobom na vyjad-
renie by teda mohli byt obsahy. Ozna¢me dlzku ramien trojuhol-
nika ABC' ako a. Potom |A1 X| = 2S,cx/a a |B1X| = 2Spcx/a.
Teraz mozeme stcet zo zadania prepisat ako 2(Sacx + Spex)/a.
Avsak Sapc = Sacx + Spcx, teda plati, Ze |A1X’ + |BlX| =
2S5 4pc/a. Kedze obsah trojuholnika ABC' a dlzka ramena a st
vopred dané a nezavisia od volby bodu X, tloha je vyrieSena.
Moézete si vSimnut, ze tento vyraz je v skutocnosti velkost vysky
trojuholnika ABC' na stranu AC', resp. BC', ¢o je aj hodnota nasho
vyrazu, ak bod X posunieme do A, alebo do B.

Druhé rieSenie: Oznacme si pity kolmic z bodu X na ramend
AC a BC postupne A; a B;. Vedme bodom A rovnobezku s X Bj. Jej priese¢nik so stranou BC'
oznac¢ime (). Vedme dalej bodom X rovnobezku so stranou BC' a jej priesecnik s priamkou AQ
ozna¢ime P. Kedze |4 CAB| = |q CBA]| (rovnoramennost) a |4 CBA| = | PX A| (sthlasné uhly),
zrejme plati |[J A; AX| = |J PXA|. Potom st trojuholniky AA4; X a X PA zhodné podla (sus) a plati
|A; X| = |AP|. Kedze PX || QB; a PQ || X By, QPX B je obdlznik a plati | X B;| = |PQ|. Spojenim
tychto dvoch rovnosti dostavame |A; X| + |B1X| = |AP| + |PQ| = |AQ|. Kedze AQ je vyskou
v trojuholniku ABC' a jej velkost nezavisi od volby bodu X, tiloha je vyrieSena.

Tretie rieSenie: Zobrazme trojuholnik ABC' v osovej simernosti podla strany AB. Vidime, ze | A; X |+
|B1X| = |A; X|+|B;X|. Staci len ukazat, ze body Ay, X a Bj lezia na priamke a potom sa nas vyraz
da vyjadrit ako dl7ka vysky v rovnobezniku ACBC'. Skiste si to sami.

Komentdr: Uloha bola pomerne jednoduché, o om svedéi aj velky pocet devifbodovych rieseni.
Body sme strhavali, ak ste v druhom type rieseni neukézali, Ze prislusné tri body lezia na priamke,
alebo ak ste vyhlésili za zrejmé nieco, k ¢omu bolo treba napisat este zopar rovnic. Citajte vzorové
rieSenia a naucte sa rozliSovat, ¢o do rieSenia pisat treba a ¢o nie.

http://seminar.strom.sk
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3. Stvorec 100 x 100 je rozdeleny na 10000 jednotkovych §tvoréekov. Do nich st Tubovolnym spo-
sobom vpisané ¢isla 1 az 10000 (v kazdom Stvorceku prave jedno ¢islo). Dokézte, Ze existuji
dva susedné Stvoréeky, do ktorych st vpisané é&isla lisiace sa aspoii o 51. Stvoréeky povazujte
za susedné, ak maju spolo¢nu stranu.

Opravovali: Laco Bado a Peto Milosovié Podet riesitelov: 39
Riesenie:

Tvrdenie zo zadania dokazeme sporom. Predpoklame teda, ze pre kazdé dva susedné Stvorceky plati,
ze rozdiel ¢isel do nich vpisanych je nanajvys 50. Pozrime sa na Iubovolné dva stvorceky. Aky moze
byt maximalny rozdiel ¢isel do nich vpisanych? Aby sme to zistili, musime prejst od jedného $tvoréeku
cez strany k druhému najkratSou moznou cestou a pritom ratat, cez kolko stran sme presli. VSeobecne,
ak dva Stvorceky od seba deli m Stvorcéekov v smere vodorovnom a n v smere zvislom, rozdiel ¢isel
do nich vpisanych moéze byt maximalne 50(m — 1 + n — 1). Najdalej sa vieme dostat z rohového
policka a to do poli¢ka v protilahlom rohu. Pre nis konkrétny $tvorec 100 x 100 bude rozdiel dvoch
Stvorc¢ekov maximaélne 50 - 198 = 9900. To je vSak menej ako niekolko rozdielov dvojic, ktoré by sme
chceli vpisat. Napriklad ¢isla 1 a 10000 by sa nemohli nachadzaf v Stvorci stcasne, ¢im dostavame
spor so zadanim. Preto neplati nas predpoklad o maximalnom rozdiele 50 a plati to, ¢o sme mali
podla zadania dokézat.

Komentdr: Ulohu ste vicsinou vyriesili spravne, aj ked obéas ste zabudli napisaf nie¢o dolezité.
Napriklad to, Ze ste ilohu riesili sporom a aj ste ho pri rieSeni nasli ;-) Viaceri ste hned prehlésili,
ze ¢isla 1 a 10000 musia byt v protilahlych rohoch, ale nenapisali ste dovod. Pripadne ste sa pokusali
prehlasit o nejakom spdsobe vpisania ¢isel, Ze je ten najlepsi, no v skutocnosti nebol. Pokial sa tilohu
rozhodnete riesit prave takymto postupom, poriadne si premyslite, preco je prave vas sposob najlepsi
mozny a ¢i nahodou neexistuje jednoduchy protipriklad.

4. V konvexnom Stvoruholniku ABC'D st na strane BC' dané body E a F' tak, ze bod F je blizsie
k bodu B ako bod F'. Navyse plati

|9 BAE| = |9 CDF| a |9 EAF| = |4 FDE].
Dokézte, ze uhly FAC a EDB maju rovnaka velkost.

Opravovali: Janka Baranova a Denisa Muthova Podet riesitelov: 32
Riesenie:

V geometrickej tlohe je na zaciatku dobré nakreslit si (pokojne aj narysovat) velky obrazok a pomeno-
vat si uhly, body, ..., ¢o najjednoduchsie a najprehladnejsie. Teraz si zhrnieme, ¢o vSetko vieme zo za-
dania a zakreslime to do obrazka — ABCD je konvexny $tvoruholnik (teda taky, ktorého vSetky vnu-
torné uhly st mensie nez 180°), |4 BAE| = | CDF| = a (ozna¢me alfa) a |4 FAF| = |4 FDE|=§
(ozna¢me beta). Na zéklade tychto informécii chceme dokézat, ze |4 BDE| = |4 FAC|.

Ako prvé sa pokusime vywzit, ze | FAF| = |9 FDE| =  (tieto dva uhly st ndm podozrivé preto,
ze maju ,spolo¢nu stranu“). Uhlom, o ktorych vieme, ze st zhodné a vidime pod nimi t1 ista tsecku,
hovorime obvodové! — potom body A, D, F a E lezia na kruZnici.

Potialto boli vSetky spravne rieSenia rovnaké, odtial to uz Slo dvoma sposobmi:

Prvy sposob: Kedze body A, D, F a E lezia na kruznici, tak moézeme vyuzit aj iné obvodové
uhly (nad inou tetivou). Ozna¢me este uhol |J DAF| = | DEF| = 7 (kedZe st to obvodové uhly
nad tetivou DF'). Pozrime na trojuholnik DEF a dopocitajme posledny uhol (kedZze stucet uhlov
v trojuholniku je 180°) — | EFD| = 180° —  — v a doratame do priameho uhla |4 DFC| = 5 + .

LA ¢o je to obvodovy uhol? Majme dant tetiva AB na kruznici (S, r) a lubovolné body X, Xo na kruznici k také,
ktoré lezia v tej istej polrovine vzhladom na priamku AB a st rozne od bodov A a B. Potom uhly AX;B a AX3B sa
nazyvaju obvodové a plati | AX,B| = |< AX,B|. Navyse plati aj opa¢ny smer, t.j. ak X7, X5 s dva body z rovnakej
polroviny (vzhladom k AB) a |4 AX;B| = |4 AX.B|, tak body A, X1, X3, B lezia na kruZnici.

strom@strom. sk
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Na zaver vypocitame |J DCF| = 180° — a — [ — ~y (opét z toho, ze stcet uhlov v trojuholniku DC'F'
je 180°).

Teraz, ked sa pozrieme na velkosti uhlov DAB a DCB (je to uhol zhodny s DC'F'), tak si vSimneme,
7e ich stcet je 180°. Co teda vieme povedaft o stvoruholniku ABC'D? Je tetivovy (kazdy stvoruholnik,
ktorého stucet protilahlych uhlov je 180° je tetivovy, ¢o znamend, Ze sa mu da opisat kruznica).
A teda BC' je tetiva, nad ktorou sa nachadzaji dva zhodné obvodové uhly, a to 4 BDC a 4 BAC.
Oba tieto uhly sa ,skladaju“ z troch uhlov — «, § a 4 BDE, resp. 4 FFAC, ¢o znamena, ze kedze
|9 BDC| = |94 BAC|, tak aj |9 BDE| = |9 FAC|.

Druhy sposob: Kedze body A, D, ' a E
lezia na kruznici, tak ADFFE je tetivovy,
¢o znamend, ze sucet protilahlych uhlov je
180°, teda |9 ADF|+ |4 AEF| = 180°. Po-
tom |JAEB| = 180° — |9 AEF| = 180° —
(180° — |9 ADF|) = |9 ADF)| (z toho,

ze body B, E a F lezia na priamke). Na-
koniec vyjadrime protilahlé vntutorné uhly
Stvoruholnika ABCD. |4 ABC| = 180° —
|9 AEB| — « (z trojuholnika ABFE)

a |JADC| =|q4ADF|+ «. Vidime, Ze ich
stcet je 180° (kedze |9 AEB| = |4 ADFY),
¢o znamena, ze je tetivovy. Teda BC je te-
tiva, nad ktorou sa nachadzaji dva zhodné
obvodové uhly 4 BDC a 4 BAC'. Oba tieto
uhly sa ,skladaja“ z troch uhlov — «, (8
a < BDE, resp. 4 FAC, ¢o znamena, ze ked
|9 BDC| = |9 BAC|, tak aj |4 BDE| =
|9 FAC.

Komentdr: Vela z vas prislo na spravne rieSenie, no obc¢as ste ho zabudli dokladne vysvetlif — napr.
preco je Stvoruholnik AEFEF D tetivovy, alebo preco st to obvodové uhly. Preto sme museli rozligit
uplne dokonalé riesenia od tych, ktorym nieco chybalo. Do budtcna vam chceme poradit, aby ste si
rieSenie po napisani este raz precitali a zbavili sa zbyto¢nych preklepov, pretoze v geometrii vymena
bodov, uhlov a podobne Uplne meni vyznam celého riesenia. Skuste viac komentovat kroky, ktoré
robite, aby ste zbytoc¢ne neprisli o jeden, ¢i dva body, aj ked vaSe rieSenie je spravne. a tiez poucenie
pre tych, ktori tlohu dobre nevyriesili — vi¢Sina z vas mala v obrazku vela uhlov, ktoré ste mozno
aj mysleli dobre, no nemohli sme za ne dat body, kedZe nevieme, ako ste to mysleli a ako ste na to
prisli. Preto nabudice aj ked nepridete na celé rieSenie, tak piste kroky, ktoré ste urobili, aby ste
mohli dostat nejaké body. Vela Stastia!

5. V rovine stoji 2n + 1 tankov, kde n € N, pricom ziadne dva tanky nie st rovnako vzdialené.
Naraz kazdy tank vystreli na k nemu najblizsi tank (nie vSak na seba). Dokazte, Ze
a) aspon jeden tank nedostal ziaden zasah;
b) dréhy ziadnych dvoch striel sa nekrizovali;
c) ziadny tank nezasiahlo viac ako 5 striel.

Opravovali: Matis Stehlik a Edo Eiben Podet riesitelov: 45
RieSenie:
a) Dokazeme matematickou indukciou vzhladom na n.

1. Pre n = 1 méame 3 tanky. Tie dva z nich, ktoré st k sebe najblizSie sa zasiahnu navzajom
(urcite také st lebo vzdialenosti su rozne), takze zvysny tank uz nemoze dostat zasah.

http://seminar.strom.sk
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2. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n = k (ak mame 2k + 1 tankov, medzi ktorymi st rézne
vzdialenosti, tak ostane asponl jeden nezasiahnuty), chceme ukazaft, ze potom plati aj pre n =
k+1 (z 2k+3 tankov s rdznymi vzdialenostami zostane aspori jeden nezasiahnuty). Kedze tankov
je kone¢ne vela a ziadne dva z nich nie st rovnako vzdialené, vieme najst dva tanky, ktorych
vzdialenost je najmensia. Potom tieto dva tanky vystrelia na seba navzajom. Ak do niektorého
z nich strelil este iny tank tvrdenie plati, lebo mame rovnako vela tankov ako vystrelov, teda
ak je niektory tank zasiahnuty viac ako raz, musi iny tank ostaf nezasiahnuty. Ak nie, potom
mozeme tieto dva tanky odobrat, zostane teda 2k + 1 (o dva menej ako 2k + 3) tankov, ktoré
strielaji len medzi sebou a maju rozne vzdialenosti, takze podla indukéného predpokladu aspori
jeden z nich nedostane zasah.

Iné riesenie: Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladame, Ze kazdy tank dostane prave jeden zasah
(ak by dostal menej, tak tvrdenie plati, ak by dostal viac, tak tiez, lebo nejaky iny tank musi ostat
nezasiahnuty, pretoze vystrelov a tankov je rovnako vela).

Oznacme si tanky t1,to, ..., ta,, tone1 tak, ze t; vystreli na t9, ten vystreli na t3, az nejaky tank ¢,
(1 < k < 2n+ 1) vystreli na ¢; (musi taky byt, lebo t; dostane zasah). Potom budeme hovorit,
7e tanky ty,ts, ..., 1t tvoria cyklus dizky k (dlzka cyklu ozna¢uje pocet tankov v danom cykle).
Ukéazeme sporom, Ze ak plati tvrdenie zo zadania, potom tam nemoze byt cyklus dizky vicsej ako 2.
Nech tam je cyklus dizky k, (2 < k < 2n + 1). Ozna¢me v fiom tanky zaradom, ako po sebe strielali
t1,ta, ..., tg. Vzdialenost tankov t; a ts budeme oznacovat |t;ts|. Potom musi platit

|t1t2‘ > |t2t3| > e > ‘tk—ltk| > ’tkt1|,

teda |t1ta| > |txt1|, Co znamend, Ze t; vystreli na t; miesto to, teda ty v tomto cykle zostane neza-
siahnuty, ¢o je spor s tym, Ze je to cyklus a teda spor s tym, Ze vSetky tanky budt zasiahnuté (tato
uvahu sme mohli spravit aj elegantnejsie, lebo niektoré dva tanky v tomto cykle budii mat medzi
sebou najkratsiu vzdialenost a tie sa trafia navzdjom, takZe nepatria do daného cyklu, alebo je to
cyklus dizky 2, ¢o je spor).

Strelbou sa tanky rozdelia do jednotlivich cyklov. UkaZeme, Ze medzi nimi bude cyklus dizky aspoii
tri. Zrejme kazdy tank je iba v jednom cykle, lebo kazdy vystreli len raz. Potom stcet diZok vsetkych
cyklov je rovny po¢tu tankov. KedZe je to nepéarne ¢&islo, aspoti jeden cyklus musi byt neparnej dizky,
ale kazdy cyklus mé dizku aspon 2, lebo tank nemdze vystrelif sim na seba. Teda tam bude cyklus
dlzky aspon 3.

Ked7ze sme dokézali, ze ak by tvrdenie neplatilo, tak by tam bol cyklus dizky aspoii 3, ale zaroveii
sme ukazali, Ze takyto cyklus nemoze vzniknut. Preto aspon jeden tank nedostal Ziaden zasah.

b) Dokézeme sporom, predpokladajme, Ze nejaké strely sa krizuji. Oznaéme si tieto tanky tak,
ze strela tanku A na tank C' sa krizuje so strelou tanku B na tank D. Ozna¢me X bod, v ktorom
sa pretnt. Kedze tanky strielaji vzdy na najblizsi musi platit |AC| < |AD| a |BD| < |BC| s¢itanim
tychto dvoch nerovnosti dostavame

|AC| + |BD| < |AD| + |BC|.

Z trojuholnikovych nerovnosti pre trojuholnik BXC' resp. AX D méame |BX|+ | XC| > |BC| resp.
|AX| + | XD| > |AD]. Ich s¢itanim dostavame

IBX|+ |XC| + |AX| + |XD| > |BC| + |AD|

(JAX| + |XC|) + (|IBX| + |XD|) > |BC| + |AD|
|AC| + |BD| > |BC| + |AD|.

Co je presne opac¢na nerovnost k tej, ktora musi platit, aby tank A strielal na C' a B na D (dokazana
vyssie). Preto dostavame spor, takze ziadne dve strely sa nemozu krizovat.

strom@strom. sk
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Iné riesenie: Dokazeme sporom, predpokladajme, Ze nejaké strely sa krizuju. D
Oznacme si tieto tanky tak, ze strela tanku A na tank C sa krizuje so strelou
tanku B na tank D. Vyuzijeme, ze v trojuholniku je oproti najvic¢siemu uhlu
alebo rovny 90°. Nezalezi ndm na smere strely, tak si mozeme povedat, Ze je B
to $ABC (ak by sme si zvolili iny, moézeme zmenit oznacenie tak, aby sa volal

ABC' a dalej to doriesime rovnako), je potom najvicsi v trojuholniku ABC, takze je oproti nemu
aj najdlhsia strana AC. LenZe potom a nestriela na najblizsi tank, lebo |[AC| > |AB|, ¢o je spor.

c) DokéZeme sporom, predpokladajme, Ze nejaky tank 7' zasiahlo aspon 6 striel. Zoberme teraz
z tychto tankov, ktoré ho zasiahli, lubovoInych 6. Ozna¢me tieto tanky nasledovne: tank 7" sa otoc¢i
na mieste o 360° a pocas toho priradi tankom, ktoré do neho strelili, zaradom, ako ich uvidi, oznacenia
t1,ta, ..., ts. Tieto tanky budu tvorit 6-uholnik (Ziadne tri z nich nemézu lezat na priamke, lebo ten
medzi by bol potom trafeny).

Potom v kazdom trojuholniku tvorenom dvoma tankami strielajacimi

do T a tankom 7" (budu to trojuholniky ¢, 7t;, pre vSetky i, j, kde 1 <
i < j < 6) bude najdlhsia strana |t;t;| (inak by jeden z tankov ¢;,t; bol
blizsie k druhému ako k 7', takze by nestrielal na T'). KedZze v trojuholniku
je najdlhsia strana oproti najvécsiemu uhlu, tak uhol ¢,7t; musi byt v da-

.....

.....

alebo by sa vsetky rovnali 60° a bol by to rovnostranny trojuholnik, c¢o
nemoze nastat, pretoze vzdialenosti si rdozne. Potom

360° = | Q11 Tta| + | toTts| + |3 tsTta] + [ taTts| + | tsTts| + | A t6Tt| > 6 - 60° = 360°.

Prvi rovnost méame z toho, Ze ked oto¢ime tank 7' o 360°, tak jeho otocenie vieme rozdelit na tieto
sme 360° > 360°, ¢o zrejme neplati, takze mame vytuzeny spor. Plati, Ze ziadny tank nezasiahlo viac
ako b striel.

Komentdr: Vsetky tri casti tlohy boli priblizne rovnako naro¢né a viacerym z vés sa podarilo s niekto-
rou z nich popasovat. V ¢asti b) sa vo vela rieseniach objavilo tvrdenie ”v konvexnom Stvoruholniku
musi byt aspon jedna uhlopriecka dlhsia ako strana”, ktoré je sice pravdivé, ale v rieseni, ktoré ho
pouziva sme ocakavali aj jeho dokaz, kedZe toto tvrdenie je len preformulovanim toho, ¢o bolo treba
dokéazat (strely sa nemozu krizit, ¢ize ak si tanky vrcholy Stvoruholnika, tak nemo6zu strelit po oboch
uhloprieckach, teda aspon jedna z nich musi byt dlhsia ako strana). Na zaver eSte ¢eresnicka pre tych,
ktorym sa tiloha zdala jednoduché: je mozné, aby kazdy tank zasiahlo presne 5 striel, alebo tam musi
byt tank zasiahnuty najviac Styrikrat?

6. Najdite vSetky dvojice prvocisel p, q také, ze 47 + 1 = 5q.

Opravovali: Tomas Babej a Marek Dernar Pocdet riesitelov: 26
RieSenie:

Pozrime sa lep$ie na pravu stranu rovnice. KedZe ¢ je prvocislo, vyraz na druhej strane je stc¢in dvoch
prvocisel. Ak by sa nam aj lav( stranu rovnice podarilo upravif na st¢in dvoch celych ¢isel, k rieSeniu
by sme nemali az tak daleko, stacilo by nam rozobrat uz len konecény pocet moznosti, ako napisat 5¢
ako sucin dvoch celych ¢isel. Sktisme sa teda vybrat tymto smerom.

Upravme si zadanie na tvar (2p)2 + 1 = 5¢q. Na lavej strane mame sucet dvoch $tvorcov, dopliime ich
teda na uplny Stvorec

http://seminar.strom.sk
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((27)*+2-2° +1) —2.2° = 5¢
(27 +1)° —2.20 = 5¢
(27 +1)* — 27+ = 5.

Ako dalej? Ak by sme vedeli, Ze (p + 1) je parne ¢islo, mali by sme na lavej strane rozdiel dvoch
Stvorcov, ¢o vieme lahko upravit na stéin dvoch celjch ¢isel pomocou zndmej identity a? — b? =
(a — b)(a + b). Vyraz (p + 1) je neparny, len ak je p parne. No p je zo zadania prvodislo, a jediné
parne prvocislo je 2. Rozoberme pripad p = 2 teda osobitne. Pre p = 2 dostavame teda 5q = 17, co
je spor s tym, Ze ¢ je prvocislo. Pre p = 2 teda rieSenie neexistuje a my mozeme smelo predpokladat,
ze p > 3, a teda neparne. Rovnica (27’ + 1)2 — 2Pl — 54 m4 na Tavej strane rozdiel dvoch $tvorcov
a my ju mozeme upravit na tvar

(27 +1+2%) (22 +1-2") = 5.

Existuji prave 4 moznosti, ako napisat 5¢ ako su¢in dvoch prirodzenych ¢isel

5¢=(1)-(5¢) = (5¢) - (1) = (5) - (¢) = (q) - (5).

Kedze p > 3, vieme odhadnuf vyraz (2p +1-— ZPTH) nasledovne: p = 2t+1, kde t > 1, z ¢oho vyplyva
20 — 2% £ 1 =22 9l 41 =2H1(20 1) +1>22 4 1 =5

Vyraz (29 4+ 1 — 2%) sme teda upravili na tvar 21 (2 — 1) + 1, z ktorého je zrejmé, ze pre rastice
t (a teda aj p) hodnota vyrazu rastie a uz nenadobuida hodnotu 5 pre p > 3.

Z nerovnosti (27 + 142" ) > (20 +1—2" ) vyplyva, Ze (¥ +1-2"3) >5a (2 +1+2" ) > 5,
¢omu vyhovuje len moznost (2p +1- 2%1) = 5 a zaroven (2p + 1+ 2%) = ¢, kde ¢ > 5. ako sme
uz ukazali, hodnota vyrazu (2p +1-— 2%) so stupajucim p rastie, a teda v prvej rovnici nastava
rovnost prave vtedy a len vtedy, ked p = 3. Staci uz len overit, ¢ pre p = 3 bude ¢ prvocislo. Z druhej
rovnice mame q = (2p +1+ 2%1) = (23 + 1+ 2%) =844+ 1 = 13. Zadaniu teda vyhovuje jedina
dvojica [p; q] = [3;13].

Komentdr: Uloha napriek tomu, Ze bola nasadena ako 6., nevyzadovala pokrocilé znalosti z tedrie
¢isel a uréite mnohi z vés, ktori ste ju zo strachu neriesili, to teraz Iutujete. RieSitelia by sa dali
rozdelif na dve skupiny - na tych, ktori sa (ob¢as az na par potknuti) dostali ispesne do ciela

a na tych, ktori na ceste zabludili, no nebali sa to (vé¢sinou) statoéne priznat. Aj ti v8ak mali obcas
pozorovania, ktoré viedli k rieSeniu a boli im za ne udelené body. Tak sa nabudiice nebojte poslat
aj Ciasto¢né riesenie, mozno pochodite rovnako.

Druha séria
Termin odoslania rieseni: 21. 11. 2011

1. Najdite vSetky prvocisla, ktoré si sucasne suctom aj rozdielom dvoch vhodnych prvocisel.

2. Dokéazte, ze v Tubovolnom desafcifernom d¢isle sa daju cifry premiestnit takym spdsobom, aby
sucet prvych pif cifier nového ¢isla sa lisil od stctu jeho poslednych pift cifier o menej nez desat.
(Ulohu rieste v desiatkovej stistave. )

3. Nech n je prirodzené ¢islo. Dokazte, ze ¢isla n! +1 a (n + 1)! 4+ 1 st nesudelitelné.
Zapis n! oznacuje si¢in 1-2-3-...- (n —1) - n.

strom@strom. sk
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4. Do poli¢ok tabulky 2011 x 2011 st vpisané realne ¢isla v absolttnej hodnote neprevysujice 1
tak, ze v kazdom policku je prave jedno Cislo. Stcet Styroch ¢isel v Tubovolnom Stvorci 2 x 2 je

0. Dokéazte, ze stcet vsetkych ¢isel v tabulke je nanajvys 2011.

5. Rozhodnite, ¢i existuje konvexny pituholnik, v ktorom Ziadna uhlopriecka nie je viicsia ako pro-
tilahld strana, t. j. strana, ktora s touto uhloprieckou nemé ziadny spoloény bod. Svoje tvrdenie

zdovodnite.

6. Dany je trojuholnik ABC'. Pre bod P leziaci vnutri trojuholnika ABC' oznac¢ime D, E, I pity
kolmic spustenych z P na priamky BC, CA, AB (v tomto poradi). Ndjdite vSetky polohy bodu

P, pre ktoré vyraz
|BC|
|PD|

CA
|PE|

[AB|
|PF|

nadobida miniméalnu hodnotu.

Poradie po 1. sérii Zimého semestra 36. roc¢nika

P. Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4 5 6.|H|CS
1. Patrik Bak 1. A GNaleSO |9 9 9 9 7 9|1 |54
Martin Vodicka Septima | GAlejJKE |9 9 9 9 9 9|0 | 54

3. | Katarina Krajc¢iova Kvinta GAIgjKE |9 9 9 9 8 -|0]|53
4. LCudmila Simkova Sexta GParoNR |9 8 9 9 9 - | 1|52
Miroslav Stankovic¢ 2. A GPostKE |9 9 9 8 9 -0 |52

6. Jan Jursa 2. A GPostKE | 8 7 9 9 - 8]0 |48
Klara Fickova 4. A GPostKE |9 9 9 9 9 3|0 |48

8. Matus Hlavacik Septima | GAleJKE |9 9 8 9 9 2|0 | 46
9. Alexander Ténai 1. A GPostKE |9 9 9 - 6 2|0 |44
10. Michal Kopf 4. A GSlezCZ |9 9 9 9 7 - 10|43
Marek Galajda 3. A GZbroKE (9 9 7 9 - 9|1 |43

Stépan Simsa Septima GJJLit 9 9 9 7 9 0| 43

13. Viktor Lukacek 4. C GSevéPO |8 9 9 9 7 - |-1]|42
Frantisek Lami 3. A GPostKE |9 9 8 8 8 -] 0] 42

15. Pavol Koprda Oktava A | GHvieTT |9 9 9 9 1 - |0 |37
16. Samuel Sucik 1. GNovoBA |9 9 9 - - - /10| 36
Martin Rapavy Sexta A | GAIggKE [9 9 9 9 - - 0| 36
Richard Trembecky | Septima | GAlegKE |9 9 9 9 - - |0 | 36

19. Marko Puza 2. A GPostKE |9 9 9 3 2 -0 34
Anton Gromécezki 1. A GPostKE | 7 9 9 - - - 10| 34

Filip Hanzely Septima | GKomeSB |8 9 &8 - 9 - 10| 34

22. Dorota Jarosova Kvinta GAlgjKE |9 5 7 - 3 -101|33
23. | Barbora Marecakova | Oktava | GKukuPP | 6 9 9 8 - - [0 ] 32
Jozef Janovec Kvinta GAlejKE |9 7 - - 5 20 32

25. Irena Bacinska Sexta GKomeLY |9 5 8 - 5 2|0 31
Lucia Magurova 3. A GPostKE {9 9 - 9 4 - 1]0 |31

27. | Kristina Fagulova 4. A GPostKE | - 7 6 3 6 8]0 30
Miloslav Homer 4. A GPostKE |2 9 3 7 9 0| 30
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P. | Meno a priezvisko Trieda Skola, 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H|CS
29. | Patricia Lakatosova 1.B GZbroKE |9 5 - - 6 - 10129
30. Daniel Till 4. A GPostKE |3 9 8 - 4 3|0/ 27

Mojmir Stehlik Septima B | GTr12KE |6 9 8 - 4 - |0 27
Florian Hatala 1. A GPostKE | 7 8 - - 3 1/]0]27

Samuel Kociséak 1. A GPostKE |1 8 7 - 3 - |0/|27

34. Tomés Kello 3. E GMudrPO |1 9 9 1 4 210 26
35. Peter Kovacs Kvinta GAlgjKE |9 1 - - 3 2|0| 24
36. Vladimir Macko 3. A GHronZV |6 7 - - 9 - 10| 22
Martina Oravcova 2. A GPostKE |9 5 - 3 3 1|0 22
David Luptak 3.F GTajoBB |9 9 - 2 - 2|0/ 22

39. | Roman Pivovarnik Sexta A | GMudrPO| 9 9 - - 3 -0/ 21
Simon Midlik 2. C GMudrPO| - 6 9 - 6 - |0/|21

41. | Vladislav Vancak Sexta B GAlgjKE | - 9 9 - 2 - 10120
42. Jan Pavlenda Kvinta GCachBA |1 6 2 2 1 20|19
Veronika Kolvekova 4. A GPostKE |9 5 - - 3 20|19

44. | Viktéria Valachova 2. A GSkolSN |9 9 - - - - ]0]18
45. Jan Dudic 3. A GPostKE |1 8 - 7 1 -0/ 17
Déavid Kancian Septima GAlggKE |8 9 - - - -0 |17

47. Jozef Leli¢ 4. A GPostKE | - 7 - 8 1 - |0/ 16
Barbora Murinova 2. A GPostKE |1 5 4 6 -1]01]16
Jaroslav Hofierka 2. B GMudrPO| - 9 - - - 710 16
Jakub Dargaj 2. A GPostKE | - 9 1 2 1 2|0 16

51. Ivana Gaskova Oktava GAlgjKE | - 9 - - 3 1|0 13
52. Ela Bardiovska Septima B | ZTeplBA | - 9 1 - 1 - 0] 11
Tomas Macko 3. A GPostKE |1 - &8 - 2 -0 11

Mark Daniel 2. B GParoNR | - 9 - - - 21011

55. | Karolina Sromekova 2. C GTataPP |0 9 - - 1 -10]10
Jan Kurimsky 9. A CZSolPO | - 3 1 1 - 20} 10

57. Peter Hojnos 2. E GSkolSN |1 4 - 1 1 1|01 9
58. | Katarina Tobiasova 1. GMalaMT |1 2 - 1 1 1]0] 8
59. Lubos Krnad Kvinta | GSkolVK | - 0 0 0 - 1|0 2
60. Daniel Demeter Kvinta GSkolVK | - - - - - -]01] 0
Peter Drexler Kvinta GSkolVK | - - - - - -]0] 0

Toméas Vrsko Kvinta GSkolVK | - - - - - -]0] 0

Déavid Stredansky Kvinta GSkolVK | - - - - - -|0/|0

strom@strom. sk
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Pohar konStruktérov Zimého semestra 36. ro¢nika

P. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnézium Postova 9 042 52 Kosice 20 | 991
2. | GAlgjKE Gymnézium Alejova 1 041 49 Kosice 11 | 364
3. | GMudrPO Gymnazium J. A. Raymana Mudronova 20 080 01 Presov 4 84
4. | GZbroKE Gymnaz. sv.T.Akvinského Zbrojnicna 3 040 01 Kosice 2 72
5. | GParoNR Gymnazium Parovska 1 950 50 Nitra 2 63
6. | GNaleSO Gymnazium kpt. Nalepku 6 073 01 Sobrance 1 54
7. | GSlezCZ Slezské Gymnazium Zamecky okruh 29 746 01 Opava 1 43
7. GJJLit Gymnazium Josefa Jungmanna Svojsikova 1 412 65 Litoméfice | 1 43
9. | GSevePO Gymnézium sv. Moniky Tarasa Sevéenka 1 080 01 Presov 1 42
10. | GHvieTT | Gymnéazium Angely Merici Hviezdoslavova 10 917 01 Trnava 1 37
11. | GNovoBA Gymnézium J. Hronca Novohradska 1 821 09 Bratislava 2 1 36
12. | GKomeSB Gymnézium Komenského 40 083 01 Sabinov 1 34
13. | GKukuPP Gymnézium Kukucéinova 058 39 Poprad 1 32
14. | GKomeLY Gymnazium Komenského 13 082 71 Lipany 1 31
15. | GTr12KE Gymnazium Trebisovska 12 040 11 Kosice 1 27
15. | GSkolSN Gymnézium Skolska 7 052 01 Spisska Nova Ves 2 27
17. | GTajoBB Gymnézium J. G. Tajovského 25 974 01 Banska Bystrica 1 22
17. | GHronZV Gymnéazium Hronska 1467/3 960 01 Zvolen 1 22
19. | GCachBA Gymnézium gkol. bratov Cachtick4 14 831 06 Bratislava 35 1 19
20. | ZTeplBA Skola pre mim. nad.deti Teplickd 7 831 02 Bratislava 3 1 11
21. | CZSolPO Cirkevnéa zakladné skola Solivarska 49 080 05 Presov 1 10
21. | GTataPP Gymnézium Dominika Tatarku 14 058 19 Poprad 1 10
23. | GMalaMT Gymnézium V.Paulinyho - T Mal4 hora 3 036 01 Martin 1 8
24. | GSkolVK Gymnéazium Skolska 21 990 01 Velky Krtis 5 2

Za podporu a spolupracu dakujeme

e Jednote slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka Kosice
e Prirodovedeckej fakulte UPJS v Kosiciach
e Agentire na podporu vyskumu a vyvoja prostrednictvom projektu:
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