Cislo 6 Letny semester 36. ro¢nika (2011,/2012)

STROM

KoreSpondenény matematicky seminar

Ahojte Stromdac,

Prazdniny uz zvedavo vykukavaju spoza rohu a netrpezlivo ¢akaji, ako s nimi naloZite. No este chvilu
budt musiet za tym rohom ostat. Aj tak by ste sa im nemohli plnohodnotne venovat. Kazdua chvilu
by ste sa pristihli pri tom, ako nepritomne hladite na vSetky tie dary leta a myslite len na jedint
otazku. Co tam po vode a slnku, vy chcete vediet, ako to celé vlastne dopadlo. Lebo prazdniny, tie sa
raz skoncia. A jedinym dal$im tnikom z krutej Skolskej reality sa stane jesenné stustredenie, na ktoré
sa dostant len najlepsi. Aby ste si teda mohli letné dni vychutnat bez vycitiek z ich zanedbévania,
prindSame vam nielen konecné poradie, ale aj spravne riesenia prikladov druhej série. Ak vam to
nevyslo, tak nevesajte hlavu a o to bezhlavejsie sa vrhnite do viru kupalisk, rodinnych vyletov
a navstev u starych rodicov. Nech to leto stoji za to!

Vasi STROMisti

RiesSenia 1. série uloh Letného semestra 36. ro¢nika

1. Dangch je pitf bodov Py, Py, Ps, P;, Ps vo vnttri §tvorca so stranou dlzky 1. Dokazte, Ze aspoii
jedna zo vSetkych vzdialenosti tychto bodov je mensia ako v/2/2.

Opravovali: Robc¢o Téth a Ivka Gaskova Pocet riesitelov: 34
RieSenie:

Zamyslime sa najprv nad otdzkou, akd najvicsiu vzdialenost moézu mat dva body umiestnené niekde
na kruhu. Po chvilke uvazovania prideme na to, Ze to budi body umiestnené na priemere tohto
kruhu a maximélna vzdialenost bude préve priemer. DokdZeme to pomocou trojuholnikovej nerov-
nosti. Zoberme si fubovolné dva body A a B umiestnené niekde v kruhu % so stredom S. Potom ich
vzdialenost je uréite mensia, alebo rovna ako stcet |AS| + |BS]|, ktory je uréite mensi, alebo rovny
ako dvojnasobok polomeru. Teda vzdialenost bodov A a B je nanajvys dvojnasobok polomeru a tato
vzdialenost sa nadobida pre body na priemere kruznice. Ak sa teraz zamyslime nad otazkou, aku
najvicsiu vzdialenost moézu mat dva body umiestnené niekde v Stvorci (aj na jeho obvode), staci
nadm tomuto Stvorcu opisat kruznicu a vidime, ze odpovedou je velkost uhlopriecky, lebo prave téa
tvori priemer opisanej kruznice (vdaka Télesovej vete). Rozdelme Stvorec zo zadania na Styri mensie
stvorce so stranou jedna polovica. Z Dirichletovho principu nam vyplyva, ze v aspon jednom z nich
budta aspon dva body (ti z vés, ktori nepoznaji Dirichletov princip, porozmyslajte trosku a hned
pochopite, preco je to tak). Maximélna vzdialenost v tomto stvorci je velkost jeho uhlopriecky, ktora
je rovna /2 /2, ale ta sa nadobtda len pre protilahlé vrcholy Stvorca, ktoré nikdy nebudi oba naraz
vo vnttri velkého Svorca. Takto sme ukdzali existenciu dvoch bodov, ktoré st od seba vzdialené menej

ako \/5/2

Komentdr: Ulohu vicSina z vas hravo zvladla, ale len mélokto z vas povazoval za potrebné zdovodnit,
ze maximalna vzdialenost dvoch bodov v §tvorci je velkost jeho uhlopriecky. Ako sa mdZete presvedcit
z tohto vzorového rieSenia, dokaz samotny vobec nie je zadarmo!
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2. Pre ktoré n existuje n navzdjom réznych prirodzenych ¢isel takych, Ze sa daju usporiadat do kruhu
tak, aby podiel kazdych dvoch susednych ¢isel (viicsie delené mensim) bol prvocislo? Néjdite
vsetky takéto n a ukazte, preco iné nevyhovuju.

Opravovali: Pefo MiloSovi¢ a Moné¢a Valkova Pocet riesitelov: 23
Riesenie:
Najprv ukazeme, ako to ide pre vSetky parne n. Mohli by sme ¢isla do kruhu davat napriklad takto:

17p17p1 *DP2,P2,P2 " P3, P35 - - - s P(n/2)-

Prvocdisel je nekonecne vela, takze takyto postup bude fungovat pre Tubovolne velké n.

Teraz dokaZeme, Ze pre neparne n sa to nikdy neda. Casom budeme chciet dospiet k sporu, tak teda
predpokladajme, Ze neparny pocet ¢isel sa takto do kruhu dé rozmiestnit. Oznac¢me d¢isla v kruhu
takto:

ay,ag, . .. ,a(2k+1)

Ak ¢islo a; mé v prvociselnom rozklade sicet exponentov pri jednotlivych prvocislach rovny k, tak
pre ¢islo a; musi byt takyto sicet rovny k + 1 alebo k — 1, aby ich podielom bolo prvocislo. Medzi
susednymi &islami sa teda vzdy zmeni parita suétu exponentov v prvoéiselnom rozklade. Cisla as,
as, as,. . .,a(2k+1) Maji rovnaki paritu suc¢tu. Na druhej strane ¢isla a; a a(a41) st susedné a mali by
mat roznu paritu. Prichddzame k sporu, to znamena, Ze pre neparne n sa to predsa len neda.

Komentadr:

3. Na tanecnom vecierku boli chlapci a dievéata. Kazdy chlapec tancoval s aspon jednym dievéatom,
ale nie so vSetkymi. Kazdé dievca tancovalo s aspon jednym chlapcom, ale nie so vsetkymi.
Dokazte, ze sa vzdy daju vybrat dvaja chlapci a dve dievéata tak, Ze kazdy z vybratych chlapcov
tancoval s prave jednym z vybratych dievcat a kazdé z vybratych dievcat tancovalo s prave
jednym z vybratych chlapcov.

Opravovali: MatGs Stehlik a Palo Lietadlo Koprda Podet riesitelov: 19
RieSenie:

Vyberme chlapca, ktory tancoval s najmensim poc¢tom dievéat (t.j. kazdy iny chalan tancoval s aspon
tolkymi dievéatami ako on) a ozna¢me ho A. Vieme, ze chlapec A tancoval urcite s aspon jednym
dievéatom - vyberme také dievéa a ozna¢me ho C. Urdite existuje chlapec, ktory s dievéatom C
netancoval, pretoze nikto netancoval so vSetkymi — ozna¢me ho B. Chlapec B tancoval s aspon
tolkymi dievéatami ako chlapec A, ale dievéa C tancovalo s A a s B nie, preto chlapec B tancoval
s aspon jednym dievéatom takym, s ktorym A netancoval - ozna¢me ju D.

A mame vyhovujicu $tvoricu A, B, C, D (Overte si, ze vyhovuje!). Takto vieme najst vytizena
Stvoricu na kazdom vedierku, ktory splita podmienky zo zadania, preto tvrdenie vidy plati.

Iné riesenie: (podla Alexandra Ténaia) Ozna¢me Doy mnozinu dievéat, ktoré tancovali s chlapcom
CH. Rozoberieme dve moznosti.

e Ak existuju dvaja taki chlapci A, B, Zze D4 nie je podmnozinou Dy a zaroven Dp nie je
podmnozinou D, potom vieme z D, vybrat dievéa U, ktoré nepatri do Dp a z Dp vieme
vybrat dievéa V, ktoré nepatri do D 4. Stvorica A, B, U, V je potom presne t4, ktort hfadame.

e V opa¢nom pripade pre kazdu dvojicu chlapcov A, B plati D4 C Dp alebo D4 O Dp (ak
platia obe, tak D4 = Dg). Preto vieme vSetkych chlapcov oznacit CHy, CHs, ..., CH,, kde n
je pocet chlapcov na vecierku tak, aby platilo

Dcw, € Do, € --- € Do,

http://seminar.strom.sk
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Lenze v D¢y, nie st vSetky dievcata, lebo chlapec C'H,, netancoval so vSetkymi. Nech D je
dievca, ktoré netancovalo s C'H,,. Toto dievéa netancovalo so ziadnym chlapcom, ¢o je spor so
zadanim, preto tato moznost nemohla nastat.

Komentdr: Uloha nebola fazka, mnohi z vas ju hravo zvladli. Stvorica sa dala néjst pomerne Iahko,
ak ste si vybrali spravnych chlapcov. V prvom rieSeni sa dal vybraf miesto najmenej vytancovaného
chlapca ten, ktory tancoval s najviac dievéatami (skiste si to). Zaujimavé je vsak aj druhé riesenie,
kde ukazeme existenciu tejto Stvorice zdanlivo bez nejakej Specidlnej volby jedného zo Stvorice(a sice
sme tam presli vSetky dvojice chlapcov). Naozaj? Spor nastal u chlapca, ktory tancoval s najviac diev-
¢atami (vedeli by ste najst spor u toho, ktory tancoval s najmenej dievéatami? Pozrite sa na dievca,
ktoré s nim tancovalo). TakZe tak ¢ tak sme potrebovali pouzif jedného z tychto extrémistov :).

4. Dana je kruznica k a jej tetiva AB.
a) Najdite na kruznici bod C taky, Ze obsah trojuholnika ABC' je maximalny.
b) Néjdite na kruznici bod D taky, ze obvod trojuholnika ABD je maximéalny.
c) Najdite trojuholnik XY 7, ktory je vpisany do kruznice k a mé najvicsi mozny obvod.

Opravovali: Janka Baranova Pocet riesitelov: 28
Riesenie:

C . a) Na zadiatok tejto tlohy je dobré pripomentt si vzoréek pre obsah
trojuholnika — pocita sa ako sucin strany a vysky na nu predeleny
dvomi. Z tohto vyplyva, Ze ak stranu AB méame vopred dana (jej
dlzka sa teda nementi), tak obsah bude maximalny, ak vyska bude ma-
ximélna. UZ ndm len staci zistif, ktora vyska je t4 najdlhsia. Robime

15 teda rovnobezku s AB taku, aby vzdialenost tychto priamok bola ¢o

najvicsia. To bude vtedy, ak sa tato rovnobezka zo se¢nice kruznice

stane dotycCnicou. Ako vidime, z obrazku je jasné, Ze vSetky ostatné

body na kruznici su blizsie k AB, ako nas bod dotyku. Lezi na prie-

A # B nikuosi AB a kruznice a teda vytvara rovnoramenny trojuholnik ABC

s najvicsim moznym obsahom. (Rovnobezku posivame od AB v smere

dlhsieho obluku, aby sme zabezpecili maximalnu vysku. Ak je AB priemer, tak mame jedno rieSenie

v oboch polrovinach.)

b)(podla Ludky Simkovej) Na zéklade pozorovania sme zistili, Ze trojuholnik ABD bude maf najvicsi
obvod préave vtedy, ked bude rovnoramenny (teda C' = D). Teraz ukazeme, ze kazdy iny trojuholnik
ABDj, méa mensi obvod ako ABD. Dokreslime kruznicu {[D;r = |DA| = |DB|]. Ozna¢me X prienik
priamky AD s kruznicou [ a X}, prienik priamky BDy s l. Nech | ADB| = |4 ADyB| = 26 (uhly
st obvodové ku kruznici k), potom |JAXB| = |[JAXyB| = 6, lebo JAXB a 4 AX;B su obvo-
dové k stredovému 4 ADB (kedze D je stred kruznice [). Trojuholnik ADy X} je rovnoramenny, lebo
|[9AX,Di| = 6 a |9 ADLXy| = 180° — 26, preto |4 DyAXi| = 6 a |XiDg| = |DrA|. Rovnako aj
trojuholnik BDX je rovnoramenny, kedze | BD| = |DX| (lebo st to polomery kruznice /). Vratme sa
teraz k ndSmu zadaniu. Obvod trojuholnika ABD je |AB|+ |BD|+ |DA|, pricom |AB| je konstantné.
Obvod zavisi len od |BD|+|DA| = (|lBD| = |DX]|) = |[DX|+|DA| = |AX], ¢o je priemer kruznice .
V trojuholniku ABDy, je obvod |AB|+|BDy|+|DiA|, pricom |AB| je konstantné. Obvod preto zavisi
len od |BDy| + |DiA| = (|DrA| = | Xk Dk|) = |BDy| + | Xk Dy| = |BXk|, ¢o nie je priemer kruznice {
(asecka neprechddza stredom D), preto |[BXj| < |AX|. Takze trojuholnik iny ako rovnoramenny ma
mensi obvod ako nas rovnoramenny ABD.

Iné riesenie: Mame zadanu tetivu AB. Ak na dlhsom obliku (alebo Iubovolnom polobliku) budem
hladat bod D, uhol pri tomto vrchole bude vzdy rovnaky |4 ADB| = §, pretoze je obvodovy. Mame

strom@strom. sk
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teda trojuholnik ABD, v ktorom je konstantnd |AB| a uhol §. My sa snazime maximalizovat jeho
obvod 0 = |AB| + |BD| + |DA|.

KedZe je to trojuholnik, plati v fiom sinusova veta:

|AB|  |BD|  |AD|
sind  sin|[JBAD| sin|JABD|

Vyjadrime z nej dlzky stran, ktoré potrebujeme do obvodu (| AB|
je konstanta, takze tt m6zme nechat tak). Takze:

14
AB
|BD]:%-sin\§(BAD|, k
_1AB[
|AD| = -~ sin | ABD|.
Potom o = |AB| + ‘S’iﬁl - (sin |9 BAD|+sin |4 ABD|). Maximali-

zovat nemozeme |AB| a L’?—ﬂ, kedZe je to konstantné. Snazime sa preto maximalizovat sin | BAD|+
sin|4 ABD| = 2sin(|4 BAD| + |9 ABD|)/2 - cos(|94 BAD| — |9 ABD|)/2 (zo st¢tového vzorca).
Konstanta je tiez 2sin(|<g BAD| + | ABD]J)/2, kedze sa to rovnad 2sin(180° — 4)/2 (stcet uhlov
v trojuholniku je 180°). Takze maximalizovat chceme cos(|d4 BAD| — |3 ABD|)/2 a to je préave
vtedy, ked ked je kosinus rovny jednej. A to je vtedy, ked (|4 BAD| — |9 ABD|)/2 = 0° a teda

| BAD| = |g ABD|, takze trojuholnik ABD je rovnoramenny.

c) Opét na zéklade intuicie sme usudili, Ze XY Z ma byt rovnostranny, no treba to este dokéazat.
Sporom: Nech trojuholnik XY Z nie je rovnostranny a ma najviac¢si mozny obvod (niektora dvojica
stran ma roznu dlzku, bez ujmy na vSeobecnosti, nech | XY| # | X Z|). Zoberme si tetivu Y Z, potom
b)), ¢o je spor s tym, ze XY Z ma najvicsi mozny obvod, preto hladany trojuholnik X'Y Z je nutne
rovnostranny.

.....

.....

rovnoramenny trojuholnik, no bez oddévodnenia. Tato podiloha bola jednoznacne najfazsia, a preto
bez nej ste mohli ziskat najviac 4 body. Obzvlast by som chcela pochvalit originalne riesenia Ludky
Simkovej a Mata Vodicku (ktory tilohu vyriesil pomocou Ptolemaiovej vety). Ostatné riesenia prebehli
podobne, ako to druhé vo vzorovom rieseni. Podiloha b) sa dala este vyriesit aj pomocou vedomosti
o elipse (stac¢i polozit body A a B do jej ohnisk a potom ju nafukovat).

5. Kazda strana konvexného stvoruholnika je rozdelend na osem zhodnych tseciek. Spojime pri-
slusné body na protilahljch stranach a vznikne Sachovnica. Policka vyfarbime ako na skutoc¢nej
sachovnici. Dokézte, Ze Cierna a biela plocha maji rovnaky obsah.

Opravovali: Tomas Babej a Peto MiloSovié Pocdet riesitelov: 10
Riesenie:

Dokazme najprv pomocné tvrdenie. Nech ABC' je trojuholnik a bod S je stredom tsecky AB. Potom
obsahy trojuholnikov ASM a BSM st zhodné a rovné |AB|-v./4, kedze |AS| = |BS|. Inymi slovami
a strucnejsie, taznica rozdeluje trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom.

Dokazme teraz zjednodusenu verziu tlohy zo zadania. Predpokladajme, ze kazda strana konvexného
stvoruholnika ABC'D je rozdelend na dve zhodné tsecky. Stredy stran AB, BC,C'D, DA ozna¢me
postupne K, L, M, N. Taktiez oznacme prienik tseciek KM a LN ako P. Ofarbime Stvoruholnik

http://seminar.strom.sk
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ABC'D sachovnicovo, bez ujmy na vseobecnosti nech biele st stvoruholniky AK PN, M PLC' a ¢ierne
MPND a KBLP.

Pozrime sa blizsie na trojuholnik ABP. Use¢ka K P je faznicou v tomto trojuholniku a teda plati,
ze deli trojuholnik ABP na dva trojuholniky s rovnakym obsahom. Dostédvame vztah S(AKP) =
S(BKP) = S;. Analogicky pre ostatné trojuholniky dostévame vztahy S(BLP) = S(CLP) = S,
S(CMP) =S(DMP) = S3, S(DNP) = S(ANP) = S4. Z uvedenych vztahov hravo odvodime, zZe
obsah bielej a ¢iernej c¢asti je rovnaky a rovny S7 + S5 + S5+ S4.

Dokézali sme teda pozadované tvrdenie v naSej zjednoduSenej verzii. Ako ho rozsirif na tsecky
rozdelené na 8 casti? Jednym z moznych pristupov je nasledujuici: Stvoruholnik zo zadania je vlastne
rozdelneny na 16 mensich stvoruholnikov, a na kazdy z nich aplikujeme nasu zjednodusent verziu
tlohy. Aby sme vSak mohli takto argumentovat, musime ukézaft, Ze Gsecky vo vnutri Stvoruholnika
sa pretinaju v prislusnych pomeroch.

Vyuzijeme fakt, Ze spojnice stredov stran Stvoruholnika sa rozpoluju. Uvazujme teda $tvoruholnik zo
zadania, oznacme priesecniky usecok Sy az Sgg. Opakovanou aplikdciou uvedeného tvrdenia dosta-
vame nasledujice poznatky. Je potrebné si ale uvedomit, Ze vzdy ho aplikujeme len pre Stvoruholnik,
o ktorého stredoch stran vieme, Ze st totozné s nasimi priesecnikmi tisecok.

o Stvoruholnik So 550588508 - Sa4 stred Sy S48 a zaroven Sy 455 4
e Stvoruholnik SO,OS4,OS4,8SO,8 - 52’4 stred S2,052,8 a zaroven 50’45474
e Stvoruholnik 507052,052,850,8 - 5174 stred SLOSI,S a zaroven 50745274

o Stvoruholnik 550540548528 - S3.4 stred S30538 a zaroven Ss 4544
Analogicky (osova stimernost) dokdZzeme umiestnenie bodov Sy 1,542, 543, S4.4.

e Stvoruholnik S070547()S474SO’4 - 52’2 stred 52705274 a zaroven 50’23472
e Stvoruholnik 5070S2708274SO,4 - 8172 stred 51703174 a zaroven 50725272

e Stvoruholnik 52705'47054’452,4 - 5312 stred 537053’4 a zaroven 52,28472

Znova analogicky cez osovi simernost dokdzeme umiestenie bodov Ss 1, S22, S2 3. Tymto sme dokézali
rozdelenie tsecok ich priese¢nikmi v danych pomeroch pre jednu stvrtinu Stvoruholnika Sy 0Ss,055 850.s,
pre zvysné tri casti Stvoruholnika je ddkaz rovnaky.

Komentdr: Rieseni bolo pomerne mélo a takmer kazdy spravne vyriesil zjednodusent verziu tlohy pre

.....

verziu ulohy zo zadania, casto sa vyskytli vagne, zahmlievacie argumenty, pripadne neboli argumenty
ziadne. V tychto pripadoch sme museli strhntt ¢ast bodov, no nerobili sme to s radostou, tak si sktiste
nabudice dobre premysliet, ¢i st vase tvrdenia natolko zrejmé, ako vyzeraju.

6. Nech pre f: R — R plati f(0) = 1/2 a zaroveii pre nejaké redlne ¢islo a plati
fle+y)=f(x) - fla=y)+ f(y)- fla—x) pre vietky redlne z, y.
Dokazte, ze f je konstantna funkcia.
Opravovali: Laco Baco Podet riesitelov: 9
RieSenie:

Ach jaj, ¢o sa to odo mna vlastne chce? V zadani je nejakd neznama funkcia f, o ktorej mam nieco
dokézat, a nejaké redlne Cisla a, x, y. ..

strom@strom. sk
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Zadanie vravi, Ze existuje také realne ¢islo a, pre ktoré plati rovnost

flx+y) = f(z) fla—y)+ fly) fla—2) (1)

pre Iubovolné reélne ¢isla z, y. To znamend, Ze tato rovnost bude platit, aj ked si za = a y dosadim
nejaké konkrétne hodnoty. To znie fajn, ved ak budem dosadzovat dobré ¢isla, modZzem zistif kopec
zaujimavych vlastnosti o tejto neznamej funkcii f. A mozno zistim aj to, Ze je konstantna ;-).
Podme uz nieco dosadzovat. Zo zadania vieme, ze f(0) = 1/2, skisme to vyuzit. Najlepsie tak, Ze
dosadime do (1) z = y = 0. Dostavame

f(0) = f(0) - f(a) + £(0) - f(a),

¢o znamend, ze 1/2=2-1/2- f(a), teda

To vyzera dobre, prave sme zistili, akii hodnotu nadobtida funkcia f v bode a. Nezabuidajme vsak,
ze a je jedno konkrétne pevne dané Cislo. Za a si nemdzeme dosadzovat ni¢, takZe nemozeme na
zéklade tejto informdcie prehlasit, ze f je konStantnd funkcia s hodnotou 1/2. No tato informécia
o f(a) moze byt velmi uzitoéna. Vo vztahu (1) mame neprijemné ¢leny f(a — z), f(a — y). Mdzeme
sa o nich pokisit nieco zistif, alebo sa ich zbavit. Co tak dosadenie y = 0? Dostaneme

f(@) = f(x)- fa) + f(0) - fa — ).

Vyuzijeme poznatok f(0) = f(a) = 1/2 a po jednoduchej tGprave dostaneme dalsi uzitoény vztah:

f(z) = fla—=x)

Teraz moZzeme prepisat vztah (1) do tvaru

flx+y)=2f(x)- f(y) (2).

Co sa stane, ak 2 = y? No predsa f(2z) = 2 (f(x))*. Velmi uZitotna vec, lebo druhé mocnina je vidy
nezapornd, preto aj f(2z) > 0 pre Vo € R. Takze funkcia f nemoze mat nikde zdpornti hodnotu.
Dobre, a ¢o dalej? Uz sme dosadzovali vSeli¢o, aby sme dostali na pravej strane f(a), skiisme teraz
pre zmenu dostat f(a) na lavej strane. Dosadme do (2) y = a — x. Mame f(a) = 2f(z) - f(a — z).
Ale my uz vieme, Ze f(a—z) = f(z), preto f(a) = 2(f(x))*. Po dosadeni za f(a) a vydeleni dvoma
mame

A kedZe f nesmie mat nikde zadporni hodnotu, tak nutne musi platit f(x) = 1/2 pre vSetky redlne
c¢isla x.

Maéame uz vyhraté? Nie celkom. Zatial sme ukézali, Ze ak vobec existuje nejaké funkcia f vyhovujtca
podmienkam zo zadania, tak nutne musi byt konstantna a mat vSade hodnotu 1/2. Ale ¢o ak taka
funkcia neexistuje? Co ak f(z) = 1/2 nevyhovuje zadaniu? Musime urobif sktgku. Zadanie vravi,
ze f(0) = 1/2, to plati. A tiez pre nejaké a musi platit vzfah (1). Dosadenim konstantnej funkcie sa
o tom lahko presved¢ime, pretoZze skutoc¢ne plati % = % . % + % . %

Teraz sme uz naozaj ukazali, Ze funkcia f je konstantna funkcia.

Komentdr:
Vicsinou ste tlohu zvladli dobre, akurat ste zabudli overit, Ze konstantna funkcia f naozaj vyhovuje.

.....

ulohu.
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Niekedy ste dosli ku vztahu |f(x)| = 1/2 a prehlasili ste, ze f(x) = 1/2, pretoze aj f(0) = f(a) = 1/2.
To vsak nie je pravda, funkcia f moze v niektorych bodoch nadobudat hodnotu 1/2 a v ostatnych
—1/2 a stale bude platit |f(z)| = 1/2.
Dufam, Ze tento vzorak pomohol tym, ktori sa do tlohy neodvazili pustit a nabudice bude rieSeni
viac. Nezabudajte, pri ulohach tohto typu je velmi dolezité dosadzovat nieCo za premenné :) .

Konec¢né poradie Letného semestra 36. roc¢nika

P. | Meno a priezvisko Trieda Skola 1. 2. 3. 4. 5. 1. 2. 3. 4. 5. 6.|H| CS
1. Martin Vodicka Sept GAIggKE |9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8|0]107
2. | Miroslav Stankovi¢ 2. A GPostKE | 9 7 9 9 9 79 9 9 - 907100
3. Jakub Dargaj 2. A GPostKE [ 8 9 9 9 9 7 9 9 7 5 70| 98
4. Marko Puza 2. A GPostKE | 9 9 9 8 9 79 9 9 5 -101] 96
5. Filip Hanzely Sept GKomeSB| 9 9 9 9 9 9 9 9 9 - 8]0 92
6. Matas Hlavacik Sept GAlggKE |8 9 9 9 - 79 9 9 9 8]0 86
7. Alexander Ténai 1. A GPoStKE |9 - 1 9 9 7 3 9 9 - 8|0 8
8. | Katarina Kraj¢iovd | Kvinta | GAlegjJKE | 8 9 9 8 9 T 9 - - - - |10 77
9. Dorota Jarosova Kvinta | GAlejKE | 9 7 4 2 - 7 3 9 9 5 - 0] 73
10. Filip Unoka 3. A GPostKE | 9 9 6 9 7 9 9 8 - -1]10] 66
11. Peter Kovacs Kvinta | GAlgjKE | 7 7 3 2 - T 1 1 2 5 -0/ 49
11. | Rébert Schonfeld 1. A GPostKE | 9 7 - - - 3 - 9 3 - -101] 49
13. Lucia Magurova 3. A GPostKE | 9 7 - 9 - T 3 - 4 - - 10| 48
13. Irena Bacinska Sexta | GKomeLY | 7 7 9 - 9 7 9 - - - -0 48
15. | Kristina Fagulové 4. A GPostKE | 9 9 3 2 9 T 3 - 4 - -0 46
16. Martin Rapavy Sexta A | GAlggKE |8 9 - 9 - 9 7 - 3 - -10] 45
16. Florian Hatala 1. A GPostKE | 8 - 2 - 5 9 - 4 - - 10| 45
18. Jozef Janovec Kvinta | GAlejKE | 8 7 9 9 - - - - - - 10| 44
19. | Martina Oravcova 2. A GPostKE | 8 7 4 - - 7 - 9 3 5 -0/ 43
19. Lucia Lelicova 1. A GPoStKE | 6 7 1 - - 7 0 - 3 5 - |0] 43
21. | Anton Gromdczki 1. A GPoStKE | 6 - 4 - 6 7T 3 - 3 - -0 42
22. Stépan Simsa Sept GJJLit S 6 9 6 6 7 6|0/ 40
23. | Richard Trembecky Sept GAlgjKE |9 9 4 9 - 7T - - - -]0] 38
24. Vladimir Macko 3.A GHronZV |9 9 8 9 - - - - - -101 35
25. Samuel Sucik 1.CG | GNovoBA |9 7 9 - - - - - - - 10 34
25. Marcel Ceselka 3.C GSkulKE | 9 - 8 - 5 - 9 3 - -10] 34
27. Daniel Suchy Kvinta | GGrosBA | 8 7 - - - 3 - 3 - - 101 32
28. | TLudmila Simkova Sexta GParoNR | - - - - - 6 3 6 6 5 4]0 31
28. Frantisek Lami 3. A GPostKE | 6 5 - 8 - 7 - - 5 - -]101] 31
30. | Patricia Lakatosova 1.B GZbroKE | 8 - 4 - - 5 - - - - -1071] 30
31. | Viktéria Valachovd | 2. A GSkolSN |8 7 3 - 9 - - - - - -]0] 27
31. Jan Spak 2. B GSkulKE |5 7 2 - - 7T 2 1 3 - -|0] 27
33. Samuel Kocis¢ak 1. A GPostKE | - - - - - 5 - 9 3 - - |01 26
34. Jan Jursa 2. A GPoStKE | - 8 8 - 9 - - - - - 101 25
35. | Adam Ulanovsky 3. A GPostKE | 5 7 3 9 - - - - - - 10] 24
36. Matéj Zidek 9. ZFrydCZ |9 - 4 - - - - - - - - 0] 22
37. David Kancidn Sept GAlggKE |8 7 3 - - 3 - - - - -1]10] 21
38. | Katarina Stcikova 8. ZCelov | - - - - 7 - - 4 - -0 18
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P. | Meno a priezvisko | Trieda Skola, 1. 2. 3. 4. 5. 6.|1. 2. 3. 4. 5 6.|H|CS
39. Janka Muchinova 2.B GSkulKE |2 5 - - 1 0/[2 3 - 3 - 1/|0]|17
39. | Kristina Komanova 3.C |GKomeBB |6 9 2 - - - |- - - - - -10]|17
41. Jana Kizikova 3. A GPostKE |2 5 3 1 - -3 0 - 2 - -1]10/|16
42. | Karolina Sromekova | 2. C GTatabPP |9 - - - - - |- - - - - -1019
43. Ivana Sopatova 3. A GPostKE | - - - - - -4 - 0 4 - -10/| 8
44. Jan Dudic 3. A GPostKE |0 5 2 - - - - - - - -10 7
45. Mojmir Stehlik Sept B | GTr12KE |6 - - - - - |- - - - - - 10| 6
Pohar konstruktérov Letného semestra 36. roc¢nika
p. Skratka Skola P.r. | Body
1. | GPostKE Gymnazium Postova 9 042 52 Kosice 19 | 895
2. | GAlejJKE Gymnazium Alejova 1 041 49 Kosice 9 540
3. | GKomeSB Gymnézium Komenského 40 083 01 Sabinov 1 92
4. | GSkulKE Evanjelické gymnézium Skultétyho 10 040 01 Kosice 3 78
5. | GKomeLY Gymnazium Komenského 13 082 71 Lipany 1 48
6. GJJLit Gymnéazium Josefa Jungmanna Svojsikova 1 412 65 LitoméTtice 1 40
7. | GHronZV Gymnézium Hronskd 1467/3 960 01 Zvolen 1 35
8. | GNovoBA Gymnézium J. Hronca Novohradska 1 821 09 Bratislava 2 1 34
9. | GGrosBA Gymnéazium Grosslingova 18 811 09 Bratislava 1 1 32
10. | GParoNR Gymnazium Parovska 1 950 50 Nitra 1 31
11. | GZbroKE Gymnéz. sv.T.Akvinského Zbrojni¢na 3 040 01 Kosice 1 30
12. | GSkolSN Gymnézium Skolska 7 052 01 Spisska Nova Ves 1 27
13. | ZFrydCZ | Zakladni skola T. G. Masaryka 1260 739 11 Frydlant nad Ostravici | 1 22
14. ZCelov Stikromné zékladné skola Celovce 3 991 41 Celovce 1 18
15. | GKomeBB Gymnézium J. A. Komenského 18 974 01 Banska Bystrica 1 17
16. | GTataPP Gymnézium Dominika Tatarku 14 058 19 Poprad 1 9
17. | GTr12KE Gymnazium Trebisovska 12 040 11 Kosice 1 6
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