Cislo 2 Zimny semester 41. roénika (2016/2017)

STROM

Korespondenény matematicky seminar

Hura!

Po tom, co ste vase riesenia vhodili do nasho opravovacieho mlynceka, sa k vam po
zbehnuti ¢asovo a paméfovo narocnych vypoctoch vracaju s priradenym pocétom bodov
z mnoziny od 0 po 9. Verime, Ze ¢o najviac z nich sa zobrazilo do 9tky, a ak aj ndhodou
nie, tak vam snad komentdr na nich spolocne so vzorovymi rieseniami, ktoré najdete
na dalsich stranédch, dostatocne objasnia, preco ma vase rieSenie int funkéni hodnotu.
Dufame, ze v dalsej sérii sa priblizite k vytizenej konstantnej funkcii, ktord bude od
x-ovej osi najdalej, ako to v tomto obore hodnét ide. Prijemnt zabavu vam zelaju

vasi STROMisti

Kosicky Matboj

21.10.2016 prebehol uz 16. roc¢nik Kosického Matboja. Tejto tradicnej timovej sutaze, organizovanej pod taktovkou
STROMu, sa tentokrat ztGcastnilo az 54 timov z celého Slovenska. V priestoroch Kultirno-spoloc¢enského centra na
Jedlikovej ulici si svoje vedomosti z matematiky zmeralo rekordnych 215 stfaziacich. Najlepsie obstédli timy z Gymnazia
na Postovej ulici v KoSiciach a Gymnéazia J.G. Tajovského v Banskej Bystrici, ktoré si tym zaistili pozvanku na zimné
ststredenie STROMu. Kompletné poradie, ako aj zadania s vysledkami a fotogalériu néjdete na nagej stranke. Vsetkym
zucastnenim dakujeme a uz sa tesime na dalsi ro¢nik.

1 Opravovali: Kristin MiSlanova, Peto Kovacs I
®  Pocet riesitelov: 48 TP |

Dokazte, ze ak je ¢islo n druhou mocninou prirodzeného ¢isla, potom je stcin poslednych dvoch cifier dekadického zapisu
¢isla n parne cislo.

Riesenie:
Vieme, ze plati n = m?, kde m je prirodzené &islo.

Posledné dve cifry v ¢sle n ndm ovplyviuji iba posledné dve cifry &sla m, tie si oznaéme ba. Plati to, pretoze ak si ¢islo m

zapiSeme v tvare a+ 10b+100c, kde ¢ je prirodzené &islo, tak po umocnen{ dostavame a2 +20ab+ 100(b? 4+ 100c? +2ac+20bc).

Vidime, Ze jediné ¢leny, ktoré po deleni 100 mo6zu dat iny zvysok ako 0, a teda ovplyvnit cifry na mieste desiatok a jednotiek,
s 2

st a” + 20ab.

V pripade, ze m je parne ¢islo, tak je parnym ¢&islom aj m?2, z ¢oho vyplyva, ze poslednd cifra ¢isla n je parna, a teda aj
dany sucin poslednych dvoch cifier ¢isla n bude urc¢ite parny.

V pripade, ze m je neparne &slo, tak sa pozrieme na vyraz 20ab + a?. Vieme, Ze 20ab ndm d4 na miesto desiatok parne

¢islo a zaroven aj zvysok pri prechode cez desiatku z a? je parne ¢islo. (Toto tvrdenie overime jednoduchym vyskisanim
mozmosti 12 = 1, 32 = 9, 52 = 25, 72 = 49, 92 = 81.) To nam po sé¢itani dava parne ¢&islo na mieste desiatok a zéroveii
zabezpecuje parnost sucinu poslednych dvoch cifier ¢isla n.

Komentdr: Vacsina z vas prisla o body pri jednoduchych tvahach o nasobeni ako neuvedomenie si prechodu cez desiatku
¢i zlé vyhodnotenie poctu cifier, ktoré ovplyviuju posledné dve pozicie vo vyslednom ¢isle. Preto tymto, na prvy pohlad
zjavnym myslienkam, skiiste venovat viac ¢asu, pretoze to uréite neboli veci, na ktoré by ste nezvladli po dlhsom zamysleni
aj sami prist (:

2 Opravovali: Zanetka SemaniSinovia, Roman Statio I
®  Pocet riesitelov: 35 olunly...

Je dany stvorec a 9 priamok. Kazda z tychto 9 priamok deli tento Stvorec na Stvoruholniky, ktorych pomer obsahov je 2 : 3.
Dokézte, ze aspon 3 z tychto priamok sa pretinaji v jednom bode.
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Riesenie:

Na to, aby priamka delila Stvorec na dva stvoruholniky, musi nutne prechddzat vnitornymi bodmi protilahlych stran stvorca
(sktste si predstavit rozne mozné polohy priamky a Stvorca a zistite, Ze v kazdom inom pripade dostanete dva trojuholniky
alebo trojuholnik a péatuholnik). Pri spominanom umiestnen{ priamky do Stvorca ndm vzniknd dva lichobeZniky (vieme
totiz to, Ze tri zo Styroch stran vzniknutého stvoruholnika lezia na troch réznych stranach pévodného stvorca, a teda nejaké
dve st rovnobezné).

Obsah lichobeznika vieme vypocitat ako S = %(a + ¢)v, kde a a ¢ st dizky jeho zakladni a v je ich vzdialenost (vyska
lichobeznika). Clen %(a + ¢) navyse nadobtda aj geometricky vyznam dlzky strednej priecky lichobeznika (spojnice stredov
ramien). Nech EF je Tubovoln4 deliaca priamka, prechddzajtica cez strany (BUNV!) AB a CD. Nech H a G st stredy stran
AD a BC a bod I nech je prienik GH a EF (rozmyslite si, preco takyto prienik vzdy existuje). Usecky GI a IH potom
predstavuji stredné priecky. Pre pomer obsahov lichobeznikov potom dostdvame (BUNV, nech AEF D m4 vacsi obsah):

D F C

Sagrp _ |AD|HI| 3 [HI] 3

Sepcr  |BC|IG| — 2 G| 2

pretoze |AD| = |BC|. Nakolko bod I lezi na priamke GH, je jeho poloha jednoznaéne dana
I (vdaka vztahu, ktory sme dostali z rovnice). Vieme teda, ze vsetky priamky, ktoré delia Stvorec
podla zadania, prechadzaji cez bod I, ktory sa nachddza v dvoch péatindch strednej priecky
GH (samozrejme, vzhladom na parametre ur¢ené v BUNV pozndmkach). RozrieSenim tlohy
aj pre ostatné moznosti (BCFE ma vacsi obsah a E'F prechddza stranami BC a AD) ziskame
A E B spolu 4 body, symetricky rozmiestnené podla obrazku:

C

Kazda priamka, ktora deli stvorec v pomere podla zadania, musi prechadzat cez prave jeden D
z tychto bodov. A kedZe priamok je 9 a body 4, podla Dirichletovho principu uréite existuje bod
taky, ze cez neho prechadzaju aspon tri priamky, ¢o je to, ¢o sme chceli dokazat.

Komentdr: Nech sa zdaju veci akokolvek trividlne, pokial maja pre rieSenie zasadny vyznam, je
dobré ich spomenuf. Mnoho riesitelov zabudlo ivodnii zmienku o tom, ze hladané priamky musia
prechadzat cez vnitorné body protilahlych stran stvorca. Vela riesitelov ukazalo, ze priamky
prechadzajice cez 4 body na obrazku delia Stvorec v zadanom pomere. Zabudli vsak ukazat, ze
kazda priamka s touto vlastnostou prechadza cez jeden z bodov (opacnd implikdcia), za ¢o sme 4 B
uz museli stahovat body.

3 Opravovali: Janka Baranova, Henka Michelova I
®  Pocet rieitelov: 23 al_ Ll

Bod M lezi na priemere AB kruznice k. Tetiva C'D prechddza bodom M a pretina AB pod uhlom 45°. Dokazte, ze stcet
|CM|? + | DM |? nezévisf od vyberu bodu M.

Riesenie:
V prvom kroku si zobrazime bod D v osovej simernosti podla osi AB. Obrazom bodu D bude bod D’, ktory bude lezat na
kruznici. Nakolko bod M lezi na osi simernosti, tak potom bude platit |[M D| = |M D’| a zaroveni |<DMB| = |4 D'MB| =
45°.

V rovnoramennom trojuholniku DM D’ plati, ze | DMD'| = |SDMB| + |<BMD'| =
45° + 45° = 90°. Trojuholnik DM D' je pravouhly a bude platit, Ze aj uhol CM D’ bude
pravy (kedZze s uhlom D’ M D tvor{ priamy uhol), teda aj trojuholnik C' M D’ bude pravouhly.
Podla Pytagorovej vety vieme nésledne vyjadrit: |CM|* + |D'M|* = [CM|* + |DM|* =
|CD'|?, teda sme vyraz zo zadania prepisali pomocou druhej mocniny dlzky strany CD’.
Ostéva teda dokazat, ze |CD’| je konstantne velkd pre akykolvek vyber bodu M.

Uvazujme teda obvodovy uhol nad tetivou CD’. Tento je rovny velkosti uhla CDD’. My
vSak vieme, ze trojuholnik DM D’ je rovnoramenny a pravouhly so zékladtiou DD’, a teda
plati: |[SDD'M| = |9 D'DM| = 45°. Velkost nésho hladaného uhla bude: |[SCDD'| =
|XMDD'| = 45°, ¢o je konstanta.

Polomer zadanej kruZnice sa ndm nemeni a zaroven sa ndm nemeni ani obvodovy uhol nad tetivou CD’, tym paddom bude
dlzka tejto tetivy konstantnéd pre kazdy vyber bodu M, ¢o sme chceli dokazaf.

C

Komentdar: Ti z vas, ¢o sa do tejto ulohy pustili, ju aj ispesne vyriesili. Chyby sa zvacsa vyskytovali iba v nedostatoénom
odoévodneni jednotlivych krokov, ktoré ste v rieseniach robili. Niektori sa pustili cestou analytickej geometrie a tispesne ju
dotiahli do konca, ale nezabtuidajte, ze ak sa chcete pustit tymto smerom, tak je mimoriadne podstatné odévodnovat kazdy
jeden vzorec a davat si pozor na spravne Gpravy vyrazov.

IBUNV je zauzivané skratka pre ,bez ujmy na vseobecnosti“

http://seminar.strom.sk
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4 Opravovali: Dano Ondus, Riso Trembecky I
® Pocet riesitelov: 36 n_alall

Pre ktoré redlne éisla c existuji prave dve rozne redlne éisla, ktoré st rieSenim rovnice 23 + (¢ — 1)z + ¢ = 07?
Riesenie:

Najprv si lavi stranu rovnice upravime:

2+ (c—Dr+ec=0

2~z +zctce=0

r-(@® =14+ (x+1)-c=0
z-(x—1)-(z+1)+(x+1)-c=0
(x+1)- (x> —z+¢)=0.

Sucin dvoch ¢isel je nulovy, ak aspon jedno z nich je nulové. Preto je jednym riesenim x = —1 bez ohladu na parameter c.

My chceme prave dve rieSenia pre nas zvoleny parameter, a preto aj kvadraticka rovnica 22 — 2 + ¢ = 0 musi mat nejaké

rieSenie. Jednou moznostou je, ze bude mat jeden dvojnasobny koren rézny od —1, a druhou je, Ze bude mat dva rozne
korene, pricom jeden z nich je rovny —1. Inak by sme dostali iba jeden alebo az tri rozne korene spolu s x = —1.

Po
1.

V prvej moznosti plati, ze tato kvadratickd rovnica musi mat nulovy diskriminant. Teda 1 — 4¢ = 0, z ¢oho ¢ = i.
dosadeni hodnoty parametra dostdvame naozaj jedno riesenie pre kvadratickt rovnicu, a to x = %, ktoré je rézne od —
V druhej moznosti vieme, 7e jeden z koreiiov rovnice je # = —1. Preto po dosadeni musf platit (—1)? — (—=1) + ¢ = 0, z ¢oho
¢ = —2. Nésledne vieme dopocitat druhé riesenie tejto rovnice, ktoré je rovné dvom.

V obidvoch pripadoch sme nasli dve rieSenia pre nas parameter a zaroven vieme, ze ak jednym rieSenim je x = —1, tak iné
moznosti, ako mdéze mat nasa rovnica prave dve riesenia, neexistuji, preto vyhovuje len ¢ = i ac=—2.

Komentdr: Uloha bola pomerne jednoduch4, preto sa ju podarilo vyriesit skoro kazdému, kto sa do nej pustil. Ak ste stratili
body, bolo to najcastejsie sposobené nejakou numerickou chybou, nedostatocnym vysvetlenim niektorych krokov, alebo ste
zabudli na moznost, kde kvadraticka rovnica 22 — x + ¢ = 0 m4 dve riesenia, pricom jedno z nich je —1.

5 Opravoval: Mato Vodicka I I
®  Pocet rieitelov: 25 idut |

V pravidelnom n-uholniku je kazda strana aj uhlopriecka zafarbena jednou z n—1 farieb. Vrchol sa nazyva dihovy, ak vsetky
strany a uhlopriecky, ktoré z neho vychadzaji, maju navzajom rozne farby. Kolko najviac vrcholov méze byt dihovych?

Riesenie:
Ked si vyskusame malé pripady (napr. 3,4,5,6), tak prideme na to, Ze sa zd4, Ze ak je n parne, mozu byt dihové vsetky

vrcholy. A ak je n neparne, tak mozu byt dihové vsetky az na jeden. Toto je vSak len nas ,tip“ a my to teraz musime aj
dokézat (alebo ak sme tipli zle, tak musime zistit, ako to je naozaj).

KedZe v tejto tlohe nie je ziaden rozdiel medzi uhloprieckami a stranami, budem ich volaf jednym slovom hrany. Teda hrana
je strana alebo uhlopriecka. (Ano, ti z vés, ktori vedia nieco o grafoch, vidia, Ze som si len pozical grafovi terminolégiu.)

Zalneme tym, Ze ukdzeme, Ze ak je n neparne, tak vSetky vrcholy byt dihové nemézu. Predpokladajme (sporom), ze mozu.
Potom, ak si zoberieme jednu konkrétnu farbu (napr. ruzovi), tak plati, Ze z kazdého vrchola vychddza prave jedna ruzovd
hrana. AvSak to znamend, Ze ruZové hrany maji spolu n koncov, ¢o je spor. To preto, lebo kazdd hrana mé 2 konce (spéja
2 vrcholy), a teda celkovy pocet koncov ruzovych hran musi byt parny.

Teraz musime ukézat, Ze naozaj vieme hrany zafarbit tak, aby sme pre parne n dostali n dihovych a pre neparne n len n—1
dihovych vrcholov. Zacneme konstrukciou pre parne n. Zoberme na chvilu jeden vrchol n-uholnika a dajme ho niekam
pre¢. Oznalme tento vrchol V. Ostatné vrcholy preskupime do pravidelného (n — 1)-uholnika. Teraz uvediem dva rdzne
pristupy. Jeden bude nakreslim-vidim :) a druhy bude trocha vyuzivat nejaka algebru.

Zacéneme prvym pristupom. Zoberieme si jednu stranu (n — 1)-uholnika a jednou farbou zafarbime vSetky uhlopriecky, ktoré
s s nou rovnobezné. Ostal prave jeden vrchol (oproti strane, ktort sme zvolili), a ten spojime s tym vrcholom V. A toto
spravime pre kazdu stranu, pri ¢om vzdy, samozrejme, pouzijeme novua farbu. Lahko vidno, Ze pouzijeme naozaj n — 1
farieb a zo ziadneho vrchola nevychadzaji 2 hrany jednej farby. A na druht stranu kazdéd hrana je zafarbend, lebo kazda
uhlopriecka v pravidelnom (n — 1)-uholniku je rovnobezna s nejakou stranou a kazdy vrchol je presne oproti nejakej strane.
Preto budi naozaj vsetky vrcholy dithové.

Druhy pristup spociva v tom, Ze ozna¢ime vrcholy (n—1)-uholnika ¢islami 0,1, ..., n—2 a farby ozna¢ime tiez 0,1,...,n—2.
A teraz farbou i zafarbime také dvojice vrcholov a, b, ze plati a+b =14 (mod n —1). A eSte farbou ¢ zafarbime hranu medzi
V' a vrcholom k takym, Ze plati 2k = ¢ (mod n — 1). Znova st vSetky dvojice vrcholov spojené, a zo ziadneho vrchola
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nevychddzaji dve hrany rovnakej farby. Keby totiz (a,b) a (a,c) mali rovnaku farbu, tak by muselo platit, ze b = ¢
(mod n — 1), teda b = ¢. Analogicky pre pripad, hrany do vrchola V. Mébzete si vSak rozmysliet, Ze oba pristupy zafarbili
hrany uplne rovnako :).

A na zaver este musime uviest konstrukciu pre neparne n. No ta je velmi lahkd. Lebo ak je n nepédrne, tak n — 1 je parne.
A nie je ni¢ Tahsie, ako zafarbit hrany medzi (n — 1) vrcholmi tak, ako sme to spravili pre (n — 1)-uholnik. A nakoniec
posledny vrchol spojime so vSetkymi vrcholmi tou poslednou farbou, ktorta sme este nepouzili. Potom tych n — 1 vrcholov
bude dahovych.

Ano, ak ste velmi dotieravi, tak ste si véimli jeden drobny nedostatok, a to ten, ze ak n = 3, tak n —1 = 2. A , dvojuholnik®
sme predsa nevyriesili. Ale mdzeme si uvedomit, Ze konstrukcia funguje aj pre ,,dvojuholnik“ alebo to proste pre trojuholnik
spravime zvlast. Na takéto detaily vSak netreba zabudat.

Zaver je ten, ze pre parne n moéze byt maximélne n dithovych vrcholov a pre neparne n len n — 1.

Komentdr: Na plny pocet bodov vyriesili tlohu len Styria z vas, ktorym tymto gratulujem. Najcastejsia chyba, ktorej ste
sa dopustali, bola v tom, ze ste neuvadzali, ako hrany zafarbit, aby sme dostali n dithovych vrcholov. Bud ste to ani len
neriesili, alebo ste prehlésili, ze to sa proste spravi lahko. V skutoc¢nosti t4 konstrukcia zodpoveda tomu, ze ak mame na
bridzovom (Sachovom) turnaji 2n péarov (hracov), tak moézu odohrat 2n — 1 kél tak, aby hrali kazdy z kazdym (nieco, ¢o
bridzisti (Sachisti) uz mozno dévno vedia :P). Napriek tomu ten systém, ako hrat, musel niekto niekedy vymysliet, nemézu
hrat proste ndhodne a duafat, Ze to vyjde. Preto bolo potrebné ti konstrukciu naozaj uviest (ako vo vzordku). Nabudice
si davajte pozor, ¢i naozaj to, co prehlasite, ze je zrejmé, je naozaj zrejmé.

6 Opravoval: Mataus Hlavacik I
®  Pocet riesitelov: 9 | T

Do daného ostrouhlého trojuholnika ABC vpiste trojuholnik K LM tak, aby jeho obvod bol najmensi mozny.

RieSenie: (podla S. Krajciho)
Pre zaciatok zvolime na strane AC Tubovolny bod M. Teraz trojuholnik preklopime osovou symetriou podla BC' a nasledne
vzniknuty trojuholnik preklopime este podla BA'. W

Uvedomme si, ¢o hladame. Hladame trojuholnik K LM s ¢o najmensim
obvodom, teda hladdme najkratsiu cestu z bodu M do nejakého bodu na M’ M
strane BC' (bod L), potom do bodu na strane AB (bod K) a potom naspit

do bodu M. C

KedZe sme trojuholnik iba preklapali podla osi, tak vieme, ze obvod trojuhol-
nika KLM je IML|+ |LK|+|KM| = |ML|+|LK'|+|K'M"|. Pre zvoleny
bod M mé bod M” pevne danti polohu, a teda dizka najkratsej cesty z M
do M" bude vzdy tisecka spdjajuca tieto dva body. Tuto tsecku si potom
spéatne vieme preklopif spat do povodného trojuholnika, a tak dostaneme
trojuholnik K LM vpisany do ABC' taky, ze tento trojuholnik K LM m4
najmensi mozny obvod pre zvoleny bod M.

I, K’ v

A K B

Teraz vieme ako najst trojuholnik K LM s miniméalnym obsahom pre zvolené M. Otazka teraz znie, pre ktory bod M na
strane AC bude mat trojuholnik najmensi obvod.

Pozrime sa na trojuholnik M BM". Vieme, ze |BM| = |BM"|, to znamen4, Ze trojuholnik je rovnoramenny. Vypocitame
velkost uhla M BM":

|SMBM"| = |4 MBC| + |4CBA'| 4+ |3 A'BM"|
=|4<MBC|+ |<CBA| + |4 ABM|
—=2.|3ABC|

Vidime, ze | MBM"| je pre dany trojuholnik konstanta, a teda vSetky trojuholniky M BM" st podobné podla vety
(s,u,s). To znamend, ze ked chceme minimalizovat |[M M|, tak ndm sta¢{ minimalizovat |BM]|. Najbliz§im bodom strany
AC' k vrcholu B je v ostrouhlom trojuholniku péta vysky na stranu AC. To znamend, Ze obvod trojuholnika K LM bude

minimélny, ak M bude péata vysky z vrcholu B.

Tento postup vieme jednoducho aplikovat aj na zvysné dva body (K a L) a pre oba taktiez dostaneme, Ze musia byt patami
vysok. Vysledny trojuholnik K LM je teda tvoreny patami vysok trojuholnika ABC.

Komentdr: Tato tlohu odovzdalo len 9 z vas, ¢o je skoda. Vécsina z tychto rieseni vsak len tipovala vysledok a nemala
ziaden korektny postup. Vsetci, ¢o dostali aspon 6 bodov, st tispesni riesitelia tejto tlohy, aj ked tam poniektori mali nejaké
chybicky. Tento priklad sa dal riesit viacerymi sp6sobmi, ale na vzorové riesenie som si zvolil to najkrajsie z mnoziny tych,
ktoré som poznal a ktoré prisli.
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Poradie po 1. sérii Letného semestra 40. roc¢nika

P. Meno a priezvisko Kat. Skola 1. 2. 3. 4. 5 6.|H]|CS

1. Samuel Krajci S1 GAlgjJKE |9 9 9 - 9 9|0 | 54

2. - 3. Matej Hanus S1 GPostKE |9 9 9 9 6 1|0 51
Martin Melicher S2 GPostKE |9 9 8 6 9 8| 0] 51

4. Martin Stevko S2 GAlgjKE |9 9 9 &8 6 6| 0 | 47

5. Branislav Pastula S1 GPostKE |9 9 9 9 - - 10|45

6. Viktoria Brezinova S2 GAlggKE |2 9 9 9 9 0 | 40

7. Jakub Pravda S1 | SpMNDaG | 9 4 7 7 1 - |0] 37

8. -0. Patrik Palovéik S1 GPostKE |8 6 - 8 6 - |0/ 36
Miroslav Macko S1 [SpMNDaG |9 9 - 9 - - 10|36

10. - 11. Michal Masrna S1 GPostKE |8 9 - 9 - - 10| 35
Samuel Novak S1 GPostKE |8 4 4 9 1 - |0] 35

12. - 13. Jakub Mach S4 GPostKE |9 9 &8 7 - - 10133
Norbert Michel 79 ZKrodKE |5 4 6 - 9 -0 33

14. - 15. Martin Spisak S1 GAlgjKE |9 - 9 9 4 -0 31
Rébert Sabovcik S1 GPostKE |4 9 - 9 - - ]0] 31

16. Toméas Chovancdk S1 ZKrodKE | 9 5 7T - - 10130
17. - 18. Matej Tarca S1 GPostKE | 9 - 9 - - 10|27
Katarina Demcakova | S1 GPostKE |9 - - 9 - - |0 27

19. - 21. Martin Mih4lik S2 GAlgjKE |8 9 9 - - - |0 26
Martin Albert Gbuar S1 GPostKE |8 5 - 5 - - 101 26

Jakub Pohly S3 GPostKE |9 9 - 8 - - 10|26

22. Dominik Kopcak S2 GPostKE |8 - 8 9 - -0/ 25
23. - 24. Martin Masrna S3 GPostKE |2 7 - 9 5 10| 24
Benjamin Mravec S1 GPostKE | 4 2 - 9 - 10| 24

25. Marek Koman S3 GAlegjKE |8 1 8 6 - - |0/ 23
26. Andrea Fagulova S1 GPostKE |8 - - &5 - - 10|21
27. Radovan Lascsak S1 GPostKE |3 3 0 5 3 01019
28. - 30. Kristina Bratkova S4 EGJAK 9 2 4 - 3 - |0 18
Vratislav Madac S2 GAlgjKE |9 5 - - 4 - | 0] 18

Michaela Bobenicova | S2 GPostKE |2 4 9 - 3 - 10/ 18

31. Jakub Genci S4 GPostKE | 9 8 - - - 10117
32. Zoltan Hanesz S3 GPostKE | 8 - - - - 1015
33. - 35. Erik Berta S2 GAlgjKE -9 - - 5 -1]0] 14
Timea Szollosova S1 GAMCA 7T - - - - -]10]14

Kristina Galikova S2 | SpMNDaG | 0 1 6 5 2 - |0/ 14

36. Lujza Milotova 79 ZBrusKE | 2 3 - 4 - - | 0| 13
37. - 38. Ondrej Tomasik S1 GJgtBB 2 1 4 0 0 10|12
Juraj Vlasic S1 GAEinBA | - 3 4 1 -0 12

39. - 40. Andrej Pankuch 79 GAlgjKE | - 4 - - 3 - |0 11
Roman Rumiantsev S1 GAEmnBA |3 - - 8 - - ]0| 11

41. - 43. Juraj Micko S4 GPostKE | 9 - - - - 1019
Michaela Dlugosova S3 | GKukwPO |8 1 - - - - 1019

Martin Micko S2 GAlgjKE |9 - - - - - ]101] 9

44. - 45. Filip Csonka S2 GAlgjKE |8 - - - - - |01 8
Dévid Satala S2 GPostKE |3 - 1 1 1 1]0] 8

46. Andrea Kirnagova S1 | GBS26MI |1 - 0 - 3 - |0/ 7
47. Jonas Suvdk S1 GJarPO 2 1 1 - 1 0[]0/ 5
48. - 50. Samuel Chaba S2 GAlgjKE |3 - - - 1 - |01 4
Adam Dragula S2 GPostKE |0 - - 4 0 - 1]0/| 4

Jakub Murin S1 GJgtBB 2 - - - - - /10| 4

51. Michal Barna S2 | SpMNDaG | - - - 3 - -]0]| 3
52. - 53. Michaela Borosova S2 GPostKE - -1 - -10 1
Samuel Amrich S2 GPostKE | - 0 1 0 - - 1]0 1

54. Jan Bartos S3 | GSko2lVK [0 - - 0 - -]0] 0
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1. Dokézte, ze v kazdom konvexnom péatuholniku vieme vybrat 3 uhlopriecky tak, ze ich poprekladanim je mozné zostrojit
trojuholnik.

2. Nech F), je n-té Fibonacciho ¢islo. Néjdite vSetky dvojice kladngch celych ¢isel (a, n) také, ze F,, + Fy, + F3,, = a! + 3.

3. Do tabulky 4 x 4 st vpisané kladné redlne ¢isla tak, ze stcin v kazdej péatici tvaru T je rovny 1. Zistite maximalny pocet
roznych cisel zapisanych v tabulke.

4. Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Na jeho odvesndch BC a AC st postupne zvolené také body K
a L, 7 |CK|=2-|BK|a|AL| =2-|CL|. Nech D je péata vysky z vrcholu C trojuholnika ABC. Dokazte, ze body
K, C, L a D lezia na jednej kruznici.

5. Dokazte, ze pre lubovolné kladné ¢isla = a y plati nerovnost

372 + 2
r+y=>ry+ %
6. Nech x1, xo, ..., x, st nezdporné redlne Cisla, ktorych sucet je 1. Dokazte, ze existuju ¢isla aq, as, ..., an,, z ktorych
kazdé je rovné 0, 1, 2, 3, alebo 4 také, ze
(a1, ag, ..., an) # (2, 2, ..., 2) a 2<aixy + asxo + ...+ anr, <2+

o 3n—1"

Za podporu a spolupracu dakujeme
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